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CONTROLE CONTINU - MATHEMATIQUES

Espaces vectoriels - Applications linéaires

Nom : Prénom L e,

Tous les exercices sont indépendants Calculatrices autorisées
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation

Exercice 1
Soit (E,+,.) un espace vectoriel.
1. Soit F = {v1,vs,...,v,} une famille de vecteurs de F.

(a) Compléter les définitions ci-dessous.

(a) Vect(F) =

(b) rg(F) =

(b) Montrer que Vect(F) est un sous espace vectoriel de E.

2. Soit f une application de E dans FE.

(a) Compléter les définitions ci-dessous.

(a) feL(F) —

(b) Im(f) =

(c) Kex(f) =

(b) Montrer que si f € L(E), alors Im(f) et Ker(f) sont des sous espaces vectoriels de E.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Exercice 2

On se place dans I'espace vectoriel Ma(R) muni des opérations usuelles et ’on note

10 0 1 0 0 00
(o 0) me(o ) eV o) me(3 )

1. (a) Montrer que la famille Bo = {E1, Ea2, E3, E4} est libre.



(b) Montrer que la famille B¢ engendre Ms(R).

(¢) En déduire la dimension de M3(R) et donner les coordonnées dans Be d’une matrice

A= ( CCL Z ) quelconque de Mo (R).

1 0 0 1
I:(Ol) et J:(lo)

et 'on note f lapplication définie sur Mo(R) par

2. On note

a+d.I+E.J
2 2

VA:(Z Z)EMQ(R), F(A) =

(a) Montrer que f est un endomorphisme de M5 (R).
(b) Construire la matrice de f dans la base Be.
(c) Déterminer le noyau de f. On en donnera la dimension ainsi qu'une base B.
(d) Montrer que la famille By = {I, J} est une base de Im(f) et donner la dimension de Im(f).
(e) Montrer que la famille B = Bg U By est une base de My(R).

)

(f) Donner la matrice de f dans la base B.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kk

Exercice 3

On se place dans R? et I'on note f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique

est
-2
(17
1. Montrer que Spec(f) ={-1,1}.

2. Déterminer les sous espaces propres de f.
3. Construire une base Bygr de R? faite de vecteurs propres de f. On donnera la matrice de
passage P = matpg, (Bygp) et la matrice D = matp,qp (f)-

1w O

4. Déterminer la matrice A™ pour tout n € N.

. En assimilant R? au plan muni d’un repére orthonormé, quelle transformation du plan repré-
sente la fonction f7?
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CORRECTION

Espaces vectoriels et applications linéaires - 2021/2022

Correction Exercice 1  (Exsroice a)

1. (a)
(a) Vect(F) = {v =2 Aivi, A€ R}
i=1
(b) rg(F) = dim(Vect(F))
(b) — Pour Ai=X2=...=X,=0,0na
v= Z Xiv; = 0p € aVect(F)
i-1
et Vect(F) est non vide.
— Soient (u,v) € Vect(F)? et a € R. Par définition,
3()\17~-~,)\n) eR" / u= Z)‘lvl
i=1
1, pn) €R™ Ju= Zﬂi~vi

i=1

Mais alors
auU+v=q. Z)‘i'vi + Z/u.vi
i=1 i=1
= Z(O")‘i +p;).v; € Vect(F)
i=1
Donc Vect(F) est stable par combinaisons linéaires.
— Etant non vide et stable par combinaisons linéaires, 'ensemble Vect(F) est un sous espace vectoriel
de E.
2. (a)

(a) fe L(E) <= Y(u,v) e B2, Y\, p) €eR?,  f(hu+pv)=Xf(u)+pf(v)

(b) Im(f) = {f(u), ueE}

(c) Ker(f) = {ueE [ f(u) =05}

(b) — L’espace Im(f) :

— L’application f étant linéaires, on a
f(0p) =0g
donc Og € Im(f) et Im(f) est non vide.

— Soient (v1,v2) € Im(f)? et A € R. Puisque chaque vecteur v; appartient I'image de f, il existe
deux vecteurs u; et uz dans FE tels que

flur) = et fluz) =v2



Mais alors
Aot +v2 = A f(ur) + fu2) = f(Aur +uz2) € Im(f)

Donc Im( f) est stable par combinaisons linéaires.

— Etant non vide et stable par combinaisons linéaires, 'ensemble Im(f) est un sous espace vec-
toriel de E.

— L’espace Ker(f) :

— L’application f étant linéaires, on a
f(0r) =0r
donc 0 € Ker(f) et Ker(f) est non vide.

— Soient (u1,u2) € Ker(f)? et AeR. On a
f()\.ul + ’lLQ) = )\.f(ul) + f(UQ) = A.OE + OE = OE
donc A.uq + usz € Ker(f) et Ker(f) est stable par combinaisons linéaires.

— Etant non vide et stable par combinaisons linéaires, 'ensemble Ker(f) est un sous espace vec-
toriel de E.

Correction Exercice 2  (Exsroce 4)
1. (a) Soit (e, 3,7,6) € R* tel que

a.E1 + /B.EQ + ’)/.Eg + 5.E4 = OMQ(R)
On a

a.Er+ B.Ey+7.E3 +8.E4 = 0pq,(m)
1 0 0 1 0 0 0 0
<i’a’(o 0)+ﬂ'(0 0)”'(1 0)+6'(0 1)=0M2(R)
a B (00
(5 8)(a )
< a=3=y=0=0

donc la famille B¢ est libre.

b

a
(b) Pour tout A = ( c d

) e M2(R), on a

A= a.El + bE2 + C.E3 + dE4

donc toute matrice de M2(R) est une combinaison linéaire des vecteurs de Be. Ainsi, Bc engendre

Mo (R).

(¢) La famille B¢ est une base de M2 (R). Donc
dlm(Mz(R)) = Card(Bc) =4

b

a
t tout A =
et pour tou ( ¢ d

) e M2(R), on a

QL O o

Bo



2. (a) Pour tout (A, B) e Ma(R)? et pour tout (X, ) € R?, si I'on note
a b a v
A—(c d) et B—(C, d’)

Aa+pa’ b+ b
Ae+puc Ad+pd

on a
ANA+ p.B= (

et

_ Aa+pa’ b+ b
f(A'AW'B)‘f(( Ae+pud A+ pd

1 ' ’ 1 , /
= 5()\a+ua + Ad + pd ).I+§()\b+ub +Ac+pc).J

a+d b+c o +d b+
—)\.( 5 g+ 5 .J)+,u.( 5 T+ 5 .J)

- X\F(A) + . f(B)

donc f est linéaire.

(b)

1
1+0 0+0 1 1{1 O 11 0
FB) === 0+ = J’il‘ﬁ(o 1)‘5 0
1 Bo
0
0+0 1+0 1 10 1 1 1
f(EQ)—TAI'F B J—iJ—E(l 0)—5 1
0 /5y,
0
0+0 0+1 1 10 1 1 1
By)=——.1 J==J== ==
H(Es) = == I+ = 2 2(10)21
0 /p,
1
0+1 0+0 1 1{1 O 11 0
E))y=—-T+—.J==1=~ =—
HE) = == I+ = 2 2(01)20
1,
d’ou
1 0 0 1
110 1 1 0
matse(f)=51 g 1 1 o
1 0 0 1
(¢) Une matrice A = ( Z’ Z ) appartient au noyau de f si et seulement si
1 0 0 1 a 0
110 1 1 0 b 0
F=0mm = 51 0 11 0 ¥ |7 o
1 0 0 1 d 0
a+d = 0
- b+c = 0
b+c = 0
a+d = 0



d’ou

Ker(f)
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En posant alors
1 0 0 1
a1 ) @ oue( 03)

Ker(f) = Vect({G, H})

Par ailleurs, la famille Bx = {G, H} étant libre (car les deux matrices ne sont pas proportionnelles),
elle forme une base de Ker(f). On en déduit en particulier que dim(Ker(f)) = 2.

on a alors

b

(d) Pour tout B e Im(f), il existe A = ( Z d

) e M2 (R) telle que

a+d b+c

B = f(A) = "5=I + == .J € Vect({I,.]})

donc la famille By = {I, J} engendre Im(f). Par ailleurs, les matrices I et J n’étant pas proportion-
nelles, la famille By est libre. C’est donc une base de Im(f) et dim(Im(f)) = 2.

(e) On note
B=BxuBr={G,H,I,J}
Puisque
1 0 1 0
0 1 0 1
G-= 0 , H= 1 , I= 0 , J= 1
-1 Bco 0 B 1 Bc 0 Bc
on a
1 0 1 0
0 1 0 1
P =matg, (B) = 0 -1 0 1
-1 0 1 0
et
1 0 1 0
0 1 0 1
det(P) = 0 -1 0 1
-1 0 1 0
1 0 1 0
B 0 1 0 1
LycLs+L, ] 0 -1 0 1
0 0 2 0
1 0 1 0
B 010 1
LicLz+Lo| O 0 0 2
00 2 0
0 2
=12 o =-4=%0

donc la famille est libre. Puisque Card(B) = dim(M2(R)), la famille B est une base de M2(R).

(f) Par construction, on a

F(G) = f(H) = Opzm) =

oo oo

B



De plus, on note que

0
1 0 1+1 0+0 0
f([)—f((o 1))— 3 T+ 3 J=1= 1
0 /g
et
0
0 1 0+0 1+1 0
sn-s((15))- St -a-]
Ly
de sorte que
0 0 0 O
0 0 0 O
mats() =g o 1 o
0 0 0 1
*x Kk Kk ok ok ok Kk Kk Kk ok Kk
Correction Exercice 3  (Exsroict 4)
1.
2-A -2
xa(A) =det(A-A1z) = 3 9\ =—(2-2)2+N)+3
2
=—(4-2M)+3=X-1=(A-1)(A+1)
Donc
Spec(4) = {-1,1}
2. — B
A)(:f)(<:>{%,m - o= @{zm - =0 @y:§x
5 - 2y = -y 52 -y =0 2
D’ou 3
E_,= {(m,im), xeR}
— B
2r - 2y T {x - 2y = 0
AX =X < <= < x=2y
{%m—2y=y S0 - 3y = 0
D’ou
Ey={(2y,y), yeR}
3. En posant

e1=(2,3) et ex=(2,1)
la famille Byge = {e1,e2} est une base de R? faite de vecteurs propres de f. Par ailleurs, on a
2 2 -1 0
P = matBC (BVEP) = ( 3 1 ) et D = matBVEP (f) = ( 0 1 )
4. On note ici que pour tout n € N, on a
D" = (-1)" 0 \ _|[ I. sinestpair
- 0 1" )7 | D sin estimpair

et Par ailleurs, par construction, on a

A=PxDx P!
donc pour tout n € N, on a
_ PxI,x Pt sin est pair I> sin est pair
A" =PxD"x P "= = : o
x * { PxDxP™! sin est impair A sin est impair

5. En assimilant R? au plan muni d’un repére orthonormé, I'application f représente la symétrie par rapport
a la droite d’équation
rz-2y=0
parallelement & la droite d’équation
3x-2y=0



