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CONTROLE CONTINU

Fonctions réelles - Limites et continuité.

Tous les exercices sont indépendants. Calculatrices autorisées
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Exercice 1 Soit f la fonction définie par

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Calculer les limites lim f(z) et lim f(z).
T—r+00 T—>—00
3. Montrer que
Vr € R, 1< fx) <2
4. Déterminer I'image Im(f) de f.
5. Montrer que pour toute fonction g définie sur R, la fonction f o g est bornée.

6. Montrer que pour toute fonction h continue définie sur R, la fonction h o f est bornée.
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Exercice 2 Un marcheur parcourt dix kilometres en deux heures. On souhaite montrer qu’il
existe au moins une heure au cours de laquelle le marcheur a parcouru exactement cinq ki-
lometres.

Pour cela, on note f la fonction de l'intervalle [0,2] dans l'intervalle [0, 10] qui & chaque ¢
de [0, 2] associe la distance parcourue au bout de ¢ heures de marches.
On note également ¢ la fonction définie par

@t ft+1)— f(t)

Donner les valeurs de f(0) et f(2).
Donner le domaine de définition de la fonction .
Calculer ¢(0) et ¢(1) en fonction de f(1).

Montrer qu’il existe t € [0, 1] tel que ¢(t) = 5 (on pourra distinguer les cas f(1) < 5,
f(1)=>5et f(1) >5).
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Conclure.
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Exercice 3 Soit f la fonction définie par

x
J@) = 1+ |z

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est impaire et que f(x) est toujours du signe de z.

3. Calculer la limite 301_1)1300 f(z).

4. En déduire 'image de R* par la fonction f puis 'image de R.

5. Soit y € [0,1[. Montrer qu’il existe un unique =z € R* tel que y = f(x). On donnera
explicitement x en fonction de y.

6. Montrer que f réalise une bijection de R* dans l'intervalle [0, 1] puis de R dans | — 1, 1].

7. Donner l'expression de f~!(y) pour tout y €] —1, 1] (on pourra commencer par distinguer

les cas y > 0 et y < 0).



CORRECTION

Exercice 1 :

1.
2.

Pour tout z € R, 22 > 0 donc 2°+1 > 1 > 0. Donc D; = R.

_21:2—1-1_2}/7(1—1-#)
2(1+ 55)

T ) e

Pour tout x € R, on a
72x2+1>$2+17

fle) = 224+1 7 a24+1
o 202+ 1 22242 2(2 1)
e+ xr° 4+ x4+
flz) = — S 3 -2 =2
2+ 1 2 +1 2+ 1
Donc

VeeR, 1< f(z)<2

D’apres la question précédente, Im(f) C [1,2]. Par ailleurs, f(0) = 1. Donc f étant conti-
nue, et d’apres le calcul de limites précédent, on a Im(f) = [1, 2[.

Soit g une fonction définie sur R. Puisque pour tout x € R, on a f o g(x) = f(g(x)),
I'image de f o g est incluse dans 'image de f. Donc Im(f o g) C [1,2[. La fonction fog
est donc bornée par 1 et 2.

Soit h une fonction continue définie sur R. L’image par Im(h o f) est incluse dans
h(Im(f)) = h([1,2]) C h([1,2]). Or h étant continue, I'image d’un intervalle est un inter-
valle [m, M]. Donc h o f est bornée (par m et M).
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Exercice 2 :

1.
2.

D’apres la mise en place du probléme, il est clair que f(0) =0 et f(2) = 10.

La fonction f étant définie sur [0, 2], la quantité ¢(t) existe pour tout t tel que t € [0, 2]
et t+1 € 10,2], c’est a dire pour tout ¢ € [0, 1].

et
p(1) = f(2) - f(1) =10 = f(1)
— Si f(1) < 5, alors p(0) < 5 et p(1) > 5. Les fonctions f et ¢ étant continues, le TVI
assure qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que ¢(t) = 5.



— Si f(1) > 5, alors ¢(0) > 5 et ¢(1) < 5. Il existe donc de méme t € [0,1] tel que
p(t) = 5.

— Si f(1) =5, alors p(0) = 5.

4. La quantité o(t) = f(t + 1) — f(t) représente la distance parcourue par le marcheur en
une heure (entre 'heure ¢ et 'heure t 4+ 1). D’apres 1’étude précédente, il existe t € [0, 1]
tel que cette distance est exactement égale a Skm.
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Exercice 3 :

1. Pour tout x € R, on a |z| > 0 donc 1+ |z| > 1 > 0. Donc f(x) existe pour tout = € R.
Autrement dit, Dy = R.

2. Le domaine de définition de f est symétrique par rapport a 0 et

—X T

R — e
VrER,  f(-2) 1+|— x| 1+ |z

—[f(z)
donc f est impaire.

D’autre part, puisque 1+ |z| > 0 pour tout = € R, la quantité %M est toujours du signe
de z.

3. Puisque I'on étudie la limite en +oo, on peut considérer que x > 0. Donc |z| = = et

A 4
l+z  z(1+1)

fx) =

— —
1—|—; T—4-00

4. Pour tout x € R™, on a 0 < f(x) < 1 (car 1 + 2 > z). D’autre part, la fonction f est
continue sur R et donc sur RT (car composée et quotient de fonctions continues).

Ainsi, puisque f(0) = 0 et hgl f(z) =1, alors f(RT) = [0,1]. Enfin, f étant impaire,
T—+00
on en déduit que f(R™) =] —1,0] et f(R) =] — 1,1].
5. Soit y € [0,1]. On a

T
= Jjlr) < =
y = f(x) e
T
<~ x=20ety=
R A
— z>20et (l+2)y=12x
— rz20etz(l—y)=y
@x}Oetx:L
L—y
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6. D’apres les calculs précédents, f réalise une bijection de RT — [0, 1].

Par ailleurs, pour tout y €] — 1,0], on a —y € [0, 1[. Il existe donc un unique z € R*
tel que —y = f(x). Mais alors y = —f(z) = f(—z). Autrement dit, il existe un unique
T € R~ tel que y = f(Z). Par définition, f réalise donc une bijection de R dans | — 1, 1].

7. D’apres les calculs précédents, pour tout y € [0, 1], on a

D’autre part, d’apres la question précédente, pour tout y €] — 1,0], il existe x € R tel
que

—x T
y=J(=2) = yzl—l—]—x\ Y
= (I+z)y=—2
= 2(y+1)=—y
— —x:li—y

v
1+y°
Finalement, on peut rassembler les deux écritures de la facon suivante :

Donc pour tout y €] —1,0], on a f~(y) =

vy €] - 1,1], f—1<y>=1_y|y|



