ISA BTP, 2° année ANNEE UNIVERSITAIRE 2017-2018

CONTROLE CONTINU

Equations différentielles.

Durée : 1h30 Les calculatrices sont autorisées.

Tous les exercices sont indépendants.
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Exercice 1 Soit m € R un parametre réel. On note
(Em) @y +2my +y =4

1. Donner la nature de I’équation (E,,).

2. L’équation homogene

(a) Donner l’équation homogene (H,,) associée a (E,,) ainsi que son polynoéme ca-
ractéristique P, (X).

(b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles les solutions de (H,,) présentent un
caractere oscillant.

(c¢) Pour quelles valeurs de m ces oscillations sont-elles amorties 7 Justifier.

(d) Déterminer, en fonction de m, ’ensemble des solutions de I’équation (H,,).
On pourra le cas échéant, utiliser les notations suivantes :

ap =-—-m+vm?—1, ay =—m—vm?—1, w=+vV1—m?

3. Une solution particuliere

Montrer que 1'équation (F,,) admet une solution constante a déterminer.

4. Donner, en fonction de m I’ensemble des solutions de (E,,).
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Exercice 2 Soit
(B) : ty — 2y =t
1. Déterminer les intervalles de résolution I; et Iy de (E).

2. Déterminer I'ensemble des solutions de ’équation homogene associée a (F) sur chacun
des intervalles de résolution.



3. Déterminer, a I’aide de la méthode de variation de la constante, une solution particuliere
de (F) sur chacun des intervalles de résolution et donner I’ensemble des solutions de (FE).

4. Montrer que toute solution y; de (F) sur I; se prolonge de fagon continue en 0 et se
raccorde a n’importe quelle solution ys de (E) sur I, pour former une solution de (FE)
définie sur R.
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Exercice 3 Soient
F:zr—x—12°> et (E) : ¥ = Fl(y)

1. Etude qualitative
(a) Dresser le tableau de signe de la fonction F' et déterminer les points fixes de (F).

(b) Donner le sens de variations d’un solution y de (E) en fonction de sa valeur en 0 et
tracer l'allure de quelques unes des solutions de (E).

(¢) En déduire graphiquement la nature de chacun des points fixes de (FE).

(d) Retrouver la nature de ces points fixes par le calcul.

2. Résolution exacte

ﬁ est solution

(a) Montrer que si y est une solution de (F), alors la fonction z : t —
de I’équation

(E') : 24+ 2=1
(b) Déterminer I’ensemble des solutions de (E’) et en déduire ’ensemble des solutions
de (E).
(c) Soit yo € R. Montrer que 'unique solution de (£) vérifiant la condition initiale

y(0) = yp est
Yo

(1 —yo)e " +yo
(d) Montrer que si yg = 0, le comportement asymptotique de la fonction y associé est
en cohérence avec 1’étude qualitative effectuée a la question 1.
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CORRECTION

Exercice 1 :

1. 11 s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, non homogene, a coefficients
constants.

2. (a) (Hp) : ¢y +2my’ +y=0et Pp(X) = X*+2mX + 1.
(b) Le discriminant de P,,(X) est

A, =4m? —4=4(m —1)(m +1)

Les solution de (H,,) sont oscillantes si et seulement si A, <0, i.e. si |m| < 1.

(c) Si|m| < 1, les racines complexes de P,,(X) sont

-2 V4 — 4m?
o = m+12 i/l m2 et ay = ag

Les oscillations des solutions sont alors amorties si et seulement si la partie réelle —m
commune a ces deux racines est strictement positive, i.e. si 0 < m < 1.

(d) e Si|m|>1, A, >0 et polynéme P,,(X) admet deux racines réelles distinctes
a=-m+vVm2—1 et g = —m—vm2—1
Les solutions de (H,,) sont alors toutes les fonctions de la forme
yn > Ae®t e A\ peR

e Si|m| =1, A,, = 0 et le polynome P,,(X) = (X + m)?. Les solutions de (H,,)
sont alors toutes les fonctions de la forme

yn — A+ put).e™™ ApeR

e Si |m| < 1, d’apres I’étude précédente, en posant w = /1 —m?, les solutions
de (H,,) sont les fonctions de la forme

yp > e (N cos(wt) + p.sin(wt)), A\ p€R

3. La fonction constante égale a 4 est solution de (E,,). En effet, toutes ses dérivées sont
nulles et elle vérifie alors I’équation (E,,).

4. Les solutions de (FE,,) sont alors

Y={y:t—= e +pe +4, \peR} si|m| > 1
YS={y:t—=N+tput)e™+4, NpeR, \pueR} si|lm|=1

Y={y : tre ™ (A cos(wt) + p.sin(wt)) +4, \p€R} si|m| <1
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Exercice 2 :

1. L’unique valeur interdite de (F) est ¢ = 0. Les intervalles de résolution de (F) sont donc
I =] —00,0] et I, =]0, +00]

2. L’équation homogene associée a (E) est

/

(H) ity =2 =0 L =
y

~~ | N

H) =2}t/ + K=m(*)+K, KEecR
M2 AER

< In(|y,
<~ yn(t)

Les solutions de (H) sont donc

Y = {yhl ct— )\1.t2, Al E R} sur [,
Yho = {yna : t = Xat?, X € R} sur I,

3. Sur chaque intervalle de résolution, on cherche une solution particuliere de (E) sous la
forme y, : ¢ — A(¢).t%. On a alors

yn(t) = N (t).£* + 2t.A(t)
La fonction y, est alors solution de (E) si et seulement si

N (b)) + 20X(T) — 20X(t) = ¢*

1

=N (t) = n
In(—t) sur [y

= A(l) =Inft] = { In(t) sur Iy

Alinsi,
e la fonction y,; : t — t*In(—t) est alors une solution de (E) sur Iy,
e la fonction y,e : ¢ — t2In(t) est alors une solution de (E) sur Is.

Les solutions de (E) sont alors

Yy ={y : t =2 (N +1n(-1)), N €R} surly
Yo ={ys : t=>t2. (N +1In(t)), geR} surly

4. Soit Y une solution de (F) sur R. D’apres 1'équation, si Y est une solution de (E) sur R,
alors Y (0) = 0.
Par ailleurs, Y doit coincider sur I; avec une fonction y; de I’ensemble ¥; et sur I avec
une fonction gy, de 'ensemble ¥5. Or par croissances comparées, toute fonction y; € 3
vérifie
lim y(¢) = lim A\j.t? + 2 In(—t) = 0

t—0— t—0—

et toute fonction gy € ¥y vérifie

lim ys(t) = tl_i)ron+ Ao t? + 7 In(t) = 0

t—0t
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La fonction Y est alors continue en 0 pour toutes valeurs de Ay et As.

Enfin, pour que Y soit une solution de (E) sur R, elle doit étre dérivable sur R et en
particulier en 0. Or

Y(it)-Y
Vt<0, M:t()q—i—ln(—t)) — 0 VA eR

-0 t—0—

et

YO YO _y 3, 4 in@) — 0 ¥as € R

vVt >0
’ t—0 t—0+

Ainsi, pour toutes valeurs de A\ et Ay, la fonction Y est dérivable en 0 et sa dérivée est
nulle. cqfd.
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Exercice 3 :
1. (a) F(z) =2 —2? =x(1 —z). D'ou

r | —00 0 1 +00
x - 0 + +

1—2 + + 0 —

F(x) -0 + 0 —

Les points fixes de (F) sont donc 27 =0 et x5 = 1.

(b) D’apres le tableau ci-dessus, chaque solution y de (E) est

décroissante si y(0) < 0,
constante égale a 0 si y(0) =0,
croissante si 0 < y(0) < 1,
constante égale a 1 si y(0) = 1,
décroissante si y(0) > 1.

(c) D’apres le graphe, le point fixe 27 = 0 semble étre instable alors que le point fixe
x5 = 1 semble étre stable.

(d) Puisque F'(x) =1 — 2x, 'analyse graphique est correcte puisque

o ['(z3) = F'(0) =1 > 0 donc z7 est instable.
o F'(x3) = F'(1) = —1 < 0 donc z} est stable.

2. (a) Siz(t)= Wlt)’ alors y(t) = % et y'(t) = —j;((tt)) Mais alors, si y est une solution de
(E), on a
Z 1 1

Y =y—y = S =5 = =l +z2=1
z z z X 22



(b)

L’équation (E') est linéaire, d’ordre 1, a coefficients constants et de second membre
constant. Les solutions de I’équations (H’) sont les fonctions de la forme

2n t et
pour A € R et la fonction constante égale a 1 est une solution particuliere de (E').
Les solutions de (£’) sont donc les fonctions de la forme

zit— e "4+1, AeER

Puisque y = i, les solutions de (£) sont alors les fonctions de la forme

1
— —— A€eR
4 et 4+ 1

D’apres la question précédente, 'unique solution de (E) vérifiant en outre la condi-
tion initiale y(0) = yo est associée a la constante A € R vérifiant

1 1
e —yy = A= 1
A+1 v Yo

L’unique solution cherchée est donc

y:t— ! = Yo
(yLO — 1> e t+1 (1 —wo)e™" + o

On suppose ici que yo > 0 et 'on note y : ¢t — (l_yoi’ﬁ

On note pour commencer que si yo = 0, alors y(t) = 0 pour tout ¢. De méme, si

Yo = 1, alors
1

. ——
(1—1)et+1

On retrouve donc les solutions constantes déterminées lors de I’étude qualitative.

vVt € R, y(t) =

Par ailleurs, si yo > 1, alors 1 —yo < 0 et (1 — yo)e ™" + yo < yo. Ainsi, pour tout

. Yo
teR, y(t) >1et 1 t) == =1.
, y(t) etggM) "

De méme, si 0 < yo < 1, alors 1 —yo > 0 et (1 —yo)e " + yo > yo. Ainsi, pour tout

teR, y(t) <1et limy(t):@zl.
t—1—

Yo



