ISA BTP, 2° année ANNEE UNIVERSITAIRE 2021-2022

CONTROLE CONTINU

Equations différentielles.

Durée : 1h30 Les calculatrices sont autorisées.

Tous les exercices sont indépendants.
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Exercice 1 Soit
(B) : tyf —y =t
1. Donner les caractéristiques de I’équation (FE).
2. Déterminer les intervalles de résolution I; et Iy de I'équation (FE).

3. Montrer que sur chaque intervalle de résolution I; (j € {1,2}), 'ensemble des solutions
de I’équation homogene associée a (F) est

Zj:{yhj : t'—))\jt, )\jER}

4. Pour chaque intervalle ;, déterminer une solution y,; de (£) a l'aide de la méthode de
variation de la constante.

5. Donner I'ensemble des solutions de (E) sur chacun de ses intervalles de résolution.

6. Montrer que ’équation (F) admet comme solutions définies sur R I’ensemble des fonctions

de la forme
n : R — R

t — AtHt27 AER
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Exercice 2 1. Déterminer ’ensemble des solutions de I’équation
(H) :y" =2y +y=0
2. On considere ici I’équation différentielle
(E) +y =2/ +y =1
(a) Montrer que I’équation (E) admet une solution polynomiale de la forme
Y, 1 t— at® +bt+c

dont on précisera les coefficients a, b, c € R.



(b) Donner I’ensemble des solutions de (E).

3. On se place maintenant sur U'intervalle I =]0, +o00[ et on note

(B) : t§" + 21 =) + (t —2)j =t —6
et (H) Iéquation homogene associée & (E).

(a) A quelle classe d’équations différentielles appartient 1’équation (E) ?
(

b) Montrer que si g5, est une solution de I’équation (H) sur I, la fonction
z t—— tgu(t)

est une solution de (H).
(¢) En déduire 'ensemble des solutions de (H).

(d) Montrer que I'équation () admet une solution sous la forme
Up  t—at+ [

dont on précisera les coefficients «, § € R.

(e) Donner I’ensemble des solutions de (F).
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Exercice 3 On considere I’équation différentielle

() - yf = oy n (%)

ou a et K sont deux constantes strictement positives.
1. Donner les caractéristiques de 1'équation (FE).
2. Déterminer les solutions constantes de (F).

3. Dresser le tableau de signe de la fonction

K
F:mr—>a$ln(—>
x

sur Uintervalle [0, +-o0].

4. Dans un repere (tOy), tracer 'esquisse de quelques unes des solutions de (E). On fera en
particulier apparaitre les solutions constantes.



CORRECTION

Exercice 1 :

1. 1l s’agit d'une équation différentielle linéaire, d’ordre 1, non homogene et a coefficients
variables.

2. L’équation (F) admet t = 0 comme unique valeur interdite. Les intervalles de résolution
sont donc
I, =] — 00,0] et I, =]0, +o0]

3. Sur chacun des intervalles I;, '’équation homogene associée a (E) est

y 1
H) : ty — 0 < z
(H) : ty' =y " 7
In(—t)+k sur [
In(t) + k sur I

= yh](t) = )‘j t, /\j = +eF eR

< Inlyn ()| =In|t|+ k = {

L’ensemble des solutions de (H) sur I; est donc
Yi={y :t— \t, \;eR}
4. Sur l'intervalle I;, on cherche une solution de (£) sous la forme
Ypj © > A(t)1

On a alors
Ypi (8) = N () T+ A(t)
et y,; est une solution de (E) sur I; si et seulement si, pour tout ¢ € I;, on a

ty;j(t)_ypj(t)th s Nt +W_W:t2

s Ni)=1

On pose A(t) =t et la fonction
Ypj - t— t?

est une solution de (E) sur ;.

5. D’apres les résultats obtenus aux questions précédentes, on a

Sur I} : Xy = {yy : t— M t+t3 A\ €R}
Sur Iy : Ny = {yo : t— Mot +1*, Xy €R}

6. Soit n une solution de (F) définie sur R. On note tout d’abord qu’en ¢ = 0, I’équation
(E) impose
07'(0) = 7(0) = 0> & 7(0) =0



Par ailleurs, la fonction 7 doit coincider sur I; avec I'une des fonctions de I’ensemble ¥J; et
sur I avec I'une des fonctions de I’ensemble ¥,. Autrement dit, il existe deux constantes
A1 et \g réelles telles que

V<0, nt)=At+t
YVt >0, n(t) =t +1?

On note alors que
limn(t) = limn(t) =0
t50 t30

et que toutes les fonctions ainsi définies sont continues en 0.

Enfin, la fonction 7 doit étre dérivable en 0. Or pour tout ¢ < 0, on a

t) —n(0
nt) =m0 _ Ly,
t t50
et pour tout t > 0, on a
t) —n(0
n®) =m0 _\ Ly,
t t30

La fonction 7 est donc dérivable en 0 si et seulement si A\; = Ay = A € R et la fonction n
est bien de la forme
t— At +t?
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Exercice 2 :

1. L’équation (H) est une équation différentielle linéaire, homogene, a coefficients constants.
Son polynome caractéristique est

P(X)=X?-2X+1=(X—1)
II admet donc ry = 1 comme unique racine double et 1’ensemble des solutions de (H) est
S ={yn : t— A+ ut)e, (\p) € R?}
2. (a) On cherche une solution de (E) sous la forme
Yy, 1 t— at® +bt+c

On a alors
y,(t) = 2at +b et y, (t) = 2a

La fonction y, est alors une solution de (E) si et seulement si pour tout t € R, on a

yn(t) = 2y, (t) + yp(t) = t* & 2a—2(2at +b) + at® + bt +c =t
& at* +(b—4a)t +2a—2b+c=1t*



Par identification, on obtient le systeme

a = 1 a = 1
b—4a =0 & b = 4da = 4
2a—2b+c = 0 = 2b—2a = 6

et la fonction polynomiale
Yp 1 t—— >+ 4t +6

est une solution de (E).

(b) D’apres les résultats obtenus aux questions précédentes, I’ensemble des solutions
de (F) est
S={y:tr— A+put)e +1* +4t+6, (\ pu)cR?}

3. On note ici )
(B) : t§" + 20 =) + (t —2)j=t>—6
et (H) ’équation homogene associée & (E).
(a) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire, d’ordre 2, a coefficients non constants.
(

b) Soient 7, une solution de 'équation (H) et
z ot tgu(t)

Pour tout t € I, on a
2'(t) = gn(t) + t G (t)

et
2"(t) = §,(t) + 7,(t) + t7,(t) = 28,(¢) + 5, (¢)

et

2(t) = 22'(t) + 2(t) = 20,(t) + tg5,(t) — 2(Gn(t) + LG5 (1)) + L Gn(t)
= tg,(1) + 2(1 — )G, (t) + (¢ = 2)7a(t)
().

(¢) D’apres les résultats obtenus ci-dessus, I’ensemble des solutions de (H) étant

=0 car g, est une solution de

Y ={t— A+ ut)e', (\p) € R?}

I’ensemble des solutions de (H) sur I est

t
Zﬁ:{gh : t!—)—yhlf), thEH}

:{gh St (?+Iu) e’ (A,u)eRQ}

(d) On cherche une solution & (E) sous la forme

Up  t—at+ [



On a alors

g;,(t) =« et yj;,’ t)=0

La fonction ¢, est alors une solution de (E) sur [ si et seulement si, pour tout ¢ € I,
on a

tI(t) + 21— )G (1) + (= 2)§,(t) =2 =6 & 2a(1 —t)+ (t —2)(at + 5) =t — 6
& at? + (B—4a)t+2a—26=1>—6

Par identification, on obtient
« =1 0 —
b—4a = 0 & { 3 = 4
20— 20 = —6 N

et la fonction

est une solution du (E).

(e) En vertu du principe de superposition, ’ensemble des solutions de I’équation (E) est

A
Z:{gj b (?—i-u) e +t+4, (A,M)GRQ}
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Exercice 3 :
1. L’équation (F) est une équation différentielle d’ordre 1, non linéaire et autonome.
2. L’équation (FE) est de la forme

ou

K
F:a:r—>axln(—)
z

Les solutions constantes de (£) sont données par les solutions de I’équation

X

K
< . =0o0u ln(—):O
T

< g=0oux=K

Fx)=0 < zln (5) =0

Les solutions constantes de (£) sont donc

y1 : t—0 et Yo 1 t— K



3. La fonction F est définie sur [0, +oo] et, puisque

on a

K K
ln(—)>0 S —>1 « o< K
e X

y(t)

|




