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CONTROLE CONTINU

Fonctions d’une variable réelle

Tous les exercices sont indépendants. Calculatrices autorisées
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

x
Exercice 1 Soit f : z +—

1—x
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Déterminer le domaine de définition et 'expression de la fonction f2 = f o f.

3. Conjecturer le domaine de définition et 'expression f™(x) = fo...o f pour tout n € N*
A/_/

n fois

puis démontrer la conjecture.
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Exercice 2 On souhaite associer I'un des graphes ci-dessous a la fonction

f R — R
R »4+r+1
x —_—
2 4+4
A B C D

1. Déterminer un équivalent de f en +oo.
2. Eliminer deux des quatre graphes proposés. On justifiera ses choix.

3. En s’appuyant sur un développement asymptotique de la fonction f en +oo, déterminer
la bonne courbe de f parmi les deux graphes restants.
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Exercice 3 Soit f la fonction réelle définie par f(z) = w
x

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Calculer le développement limité de f a I'ordre 2 en 0.

3. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur R (encore notée f). On précisera
la valeur de ce prolongement en 0.

4. Montrer que le prolongement obtenu a la question précédente est dérivable en 0 et donner
la valeur de f'(0).

5. Montrer que 0 est un extremum local de la fonction prolongée dont on précisera la nature
(minimum ou maximum).
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Exercice 4 Soient a, b deux réels strictement positifs fixés. On souhaite calculer la limite

lim
z—0 2
1. Calculs préliminaires

(a) Montrer que In(u) ~ wu— 1.

u—1
et —1
(b) Calculer la limite lim
t—0
1 Ly K 1 zln(a) _ 1 zln(b) _ 1
2. Montrer que — In (a * ) ~ = (6 + ¢ >
T 2 z—0 2 x x

3. En déduire la limite lim — In (a ;_ ) puis la limite lim (a +b ) .

z—0 x—0

Développements limités usuels en 0

: et sy 2 o) | (1 + ) g +(_1>n+1”+(")
e = s+—+...+—+o(s n s) = s——+...+——s"+o(s
0 2 n! 0 2 n
1 , _ 3 g2+l -
1% 3 Il+s+s"+...4+ 5"+ o(s") sin(s) = 8_§+"'+(_1>m+0<8 )




CORRECTION

Exercice 1 :

1. La quantité f(z) = ;= existe pour tout x # 1. Donc Dy = R\{1}.

2. Le calcul de f o f(z) donne

1—=x

foﬂ@:fqunzf(x )

T x x

1- = (1-2)—-2 1-2z

Ainsi, la quantité fof(x)siz # 1 et sila quantité f(z) existe également. Donc Dyoy = R\ {1,1}.
3. Au vue des calculs précédent, on conjecture que la propriété

P(n) : VxER\{l,%,...,%}, fi(x) =

X

1—nx

est vraie pour tout n € N*, P(1) étant vrai par définition.

Supposons alors qu'il existe un entier n > 0 tel que P(n) soit vrai. On a

)= f(f"(z) = f (1 _me) puisque P(n) est vraie,
_ lfnx x
S l- (1-na)-—u
_ T
C1l-(n+ 1)z

Ainsi, la quantité f"*1(x) existe si x # #1 et si f"(z) existe. Donc

1 1 1
Dppi = Dp\ 4 —— L —m\J1. 2
e f\{n—i-l} \{’2’ ’n+1}

La propriété P(n) est donc héréditaire. Par récurrence, elle est vraie pour tout n € N*.
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Exercice 2 :

1.
f(x)_a:3(1+x—12+$%)_x 1+ 5+ 5

PN CIE S R s g

Ainsi,
fl@) _lhgtes

x o 1—|—;i2 T—+00
t ~ T
e f(x)+oox




2. En +o0, la fonction f adopte une croissance linéaire, de taux 1. La courbe C; admet
donc une asymptote oblique de pente 1. Cela élimine donc le graphe A correspondant
a une croissance plus rapide qu'une croissance linéaire, ainsi que le graphe C' dont le
comportement asymptotique es linéaire, mais de pente négative.

3. En posant u = % —J)r 0 et en s’appuyant sur le développement limité
T—r+00
L utow
=1—u-+o(u
1+wu o
on obtient

et

Le comportement linéaire de f en +oo étant représenté par la partie linéaire de ce
développement limité, on en déduit que 'asymptote de f est la droite d’équation y = x.
La différence f(z) —z = —2+0 (1) est donc négative au voisinage de 400 et la courbe de

z
f est située sous son asymptote lorsque x — +o00. C’est donc le graphe B qui représente
la fonction f.
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Exercice 3 :
1. La quantité f(x) existe pour tout x # 0. Donc Dy = R*.

2. Pour obtenir le DL(0) de f, on doit “tirer” le développement limité de sin(z) a l'ordre 5 :

sin(z) — x m—%%—@—?—i—o(mf’)—x

x3 x3
1 a2 5
=—=+ 5 tolx

6 5l (%)
s . Ly PR . L . 1
3. D’apres le développement limité calculé a la question précédente, on a llr% flz) = ~5

T—

On peut donc prolonger la fonction f en 0 en posant f(0) = —%. La fonction f étant par

ailleurs continue en tout point = # 0, la fonction ainsi prolongée est continue sur R tout
entier.



4. La fonction prolongée est dérivable en 0 si le taux d’accroissement W admet une

limite finie quand * — 0. Or, d’apres le développement limité calculé a la premiere
question, on a

f@) = f0) _ —g+ 5 +ol?) +5
x—0 T
x
= 5 + O(l’)
Donc Lg(()) — 0. La fonction prolongée est donc dérivable en 0 et f'(0) = 0.
€T — T—

5. Toujours d’apres le développement limité calculé a la premiere question, on a

.%'2

f@) = (0) = 5 + oa”)

Il existe donc un voisinage de 0 dans lequel le signe de la différence f(z) — f(0) est donné
par le signe du quotient Z. Dans ce voisinage, f(z) — f(0) est donc positif. 0 est donc un

xT
_ 5!
minumum local de f.
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Exercice 4 :

1. (a) Pour démontrer ’équivalence voulue, on doit calculer la limite lirr% . Pour cela,
u—1 9y —
onpose u =1+v. Onaalorsv=u—1 e 0. Ainsi
u—
In(u) In(1+v) v+o(v)
u—1 v B v
=14+0(1)—1
v—0
et I’équivalence est démontrée.
(b) En utilisant le développement limité de e’ en 0 & l'ordre 1, on a
el —1 1+t+o(t)—1
= ; =1+o0(1) - 1
2. On constate que
. adt+bvt 2
lim =—-=1
z—0 2 2
Donc, d’apres ’équivalence établie a la question la, en posant u = W, on a

1 a®+b" 1 [fa®+0b"
—1In ~ - -1
x 2 =0 T 2
e® In(a) 4 et In(b) __ 2

[

z—0 2x

1 /e In(a) _ 1 emln(b) -1
e
z—0 2 T x

5




3. D’apres la question 1b, puisque z In(a) - 0,on a
T—>

' ezln(a) -1
llm — =1
z—0 X ln(a)

Donc

exln( ) 1 exln( ) 1
. = ln(a)—x () — In(a)
et In(b) In(b)
e"E n 1 6ZE n 1
=In(b)——— In(b
x n(b) xIn(b) - n(b)
Ainsi

lim + In (Cﬂ i bx) — Lin(a) + () = n (x/%)

z—0 2 2
et la fonction exponentielle étant continue, on a

1

(a +b ) _oAm(SE) L n(Vab) _ \Jap

2 z—0



