ISA BTP, 2° année ANNEE UNIVERSITAIRE 2021-2022

CONTROLE CONTINU - MATHEMATIQUES

Compléments d’intégration

Tous les exercices sont indépendants Calculatrices autorisées
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Exercice 1

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé R = (xOy). Pour un réel h > 0
fixé, on note Dy, le domaine du plan délimité par

— les droites d’équations y =0 et z = h,
— la courbe du plan d’équation y? — 4x = 0.

1. Dessiner le domaine D;,. On précisera les coordonnées des sommets de Dj,.
4
2. Montrer que le domaine D, mesure A(D),) = gh\/ﬁ

3. Déterminer les coordonnées cartésiennes du centre de gravité G = (zg,yg) du
domaine Dy, et le placer sur le dessin.
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Exercice 2
Dans le plan muni d’un repéere R = (zOy), on note & 'ellipse d’équation

372 y2

§+b—2=1

a et b étant deux réels strictement positifs fixés. Par ailleurs, on note D le domaine du
plan délimité par £ et on note

F : [0,21r] — R2

, . { x(t) = acos(t)
y(t) = bsin(t)

1. Montrer que F' est une paramétrisation de l'ellipse £. On précisera le sens de

parcours induit par cette paramétrisation.

2. On souhaite calculer le moment d’inertie du domaine D par rapport au centre O
du repere R.

(a) Exprimer le moment quadratique cherché sous la forme d’une intégrale
double en coordonnées cartésiennes.




(b) A Paide de la formule de Green-Riemann, calculer le moment d’inertie cher-
ché.
Ind. : on pourra s’appuyer sur le champ de vecteurs

d : R2 — R2
(v,y) — (2y?,yz?)
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Exercice 3

On note D le volume de l'espace (représenté ci-dessous) défini par l'intersection
d’une sphere de rayon R > 0 et d'un cone de révolution centré au centre de la sphere
et d’angle d’ouverture 2« > 0.

2R3

3
2. Déterminer la position du centre de gravité du domaine D. On pourra s’appuyer
sur des arguments de symétrie pour limiter les calculs.

1. Montrer que le domaine D mesure V(D) = (1 -—cos(a)).

3. On plonge le domaine D dans le champ de vecteurs

o R3 — R3
(r,y,2) — (22 +2yz,9y%+ 222,22+ 22y)

Calculer le flux de ® sortant du domaine D.

*x %
*
Formulaire
Primitive Trigonométrie
ol e sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
1o 1- 2
vt = .sz(a):w




Correction Exercice 1

(EXERCICE A)

1. Les sommets de Dy, situés sur 'axe (Ox) sont les points O = (0,0) et A = (h,0).
Le troisieme sommet de Dy, est le point B = (z,y) appartenant a la droite x = h et a la
courbe y? — 42 = 0 et vérifiant y > 0. On a donc
x=h o | E= h
y?+4x=0

v = 2R et  B=(h,2Vh)

2. Par définition, on a

A(Dy) = ffph ds

Dp={(z,y) eR? /] 0<z<h, 0<y<2v/z}
Donc
h 27
An) = [[ as= [ ([ dy)dx
Dh x=0 y:()
h
—[0 2z dx
3 1h
:2!?] :%h\/ﬁ
£ 3
2 1o
3. Par définition, on a
; ff d§ et . f ds
xr = €T —
T AD) Mo, V= Zon) v,
Ainsi
3 fh (fQ\/E ) 3 h
TG = —F+ T d dmz—f 2x/x dx
¢ 4hv/h Ja=0 y=0 Y 4h/h Jz=0 Ve
5 h
s [af] s,
2n/h| 5|, 5



et

L) 5]
= — xr = — _— €T
YT Jeo\ Jyo 4h/h x=o[2]o
3 rh 3 [:ﬁ]" 3
=—F wder=——|=| ==Vh
2hv/h Jo onv/h| 2 |, 4
D’ou 3 3
G—( h,z\/ﬁ)

Voir le premier dessin pour une représentation graphique.
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Correction Exercice 2  (Exeroicr )
1. Soit t € [0,27] fixé. Le point F(t) = (z(t),y(t)) = (acos(t),bsin(t)) vérifie
vt | y(1)® _ (deos(t)?  (Bsin(1))’
a? 2o pa W
= cos®(t) +sin’(t)

=1

donc le point M = F(t) appartient a &.

Réciproquement, considérons un point M = (z,y) appartenant & £. Par définition, on a

x2 y2 332 y2
Z2tEte (a) *(z) =1

Le point (a, %) est donc un point du cercle unité. Il existe donc un nombre réel ¢ € [0, 27 ]

tel que

¥ = sin(t) y = bsin(t)

T _ _
{ 2 =cos(t) - { x = acos(t) o M=F()
La fonction vectorielle F' réalise donc une paramétrisation de £.

Par ailleurs, en notant que

F(0) = (a,0), F(g):(o,b), F(r) = (~a,0), F(%”):(o,—b)

on note que la paramétrisation F' parcourt Uellipse £ dans le sens trigonométrique



2. (a)

Par définition, le moment quadratique cherché est

I:ffpd(M,ofds

Par ailleurs, pour tout point M = (z,y) € D, on a

d(M,0) = /22 + 2

I:ff2 2 dzd
Dl"‘l‘y xy

D’apres la formule de Green-Riemann, I'intégrale I cherchée est égale au flux sortant
de & de tout champ de vecteur du plan dont la divergence vaut z? + y?. Ainsi, en
posant

donc

| Azy) =ay?
zy) = { f;(:v,y) = ya®
on a 8]"

arv(@)(w9) = o)+ W o)<
Y

1 2
ox

donc
I- jé(l)(M) dne

On obtient donc le moment cherché en calculant ce flux.

—
Pour cela, on note df = (dz,dy) le vecteur tangent élémentaire issu du parcours de €
induit par la paramétrisation.

—_—
Au vue du sens de parcours déterminé a la question précédente, le vecteur dn.,, est

-
obtenu en faisant tourner le vecteur d¢ dans le sens horaire :



On a donc
AN = (dy, —d)

()

= ygny dy — ya? dx

Ainsi

En introduisant la paramétrisation F' dans cette intégrale curviligne, on obtient

1= [Ty @) -y 2 d
et

{ x(t) = acos(t) ~ { x'(t) = —asin(t)
y(t) = bsin(t) y'(t) = beos(t)

donc
I-= ]O-Qﬂ (acos(t) (bsin(t))? beos(t) - bsin(t) (acos(t))? (-a sin(t))) dt
= [OZW (ab3 cos?(t) sin®(t) + a3bcos®(t) sin2(t)) dt
m ab(a® + b? ™
= ab(a® +) [ " (cos(t) sin(t))? dt = w JA T (2cos(t) sin(1))? dt

2,32 o 2, p2 2T ] —
_ ab(a” +b%) f sin2(24) dt = ab(a” +b%) /‘ 1 - cos(4t) gt
4 0 4 0 2

_ab(a*+b?) o — sin (4t | mab(a® +b?)
-8 i,/ 4
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Correction Exercice 3  (Exeroicr a)

1. Par définition, le volume du domaine D étudié est

V(D) = /[de
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Par ailleurs, si I'on fixe un repére R = (Oxyz) de lespace, centré au centre de la spheére
et tel que l'axe (Oz) coincide avec 'axe de symétrie du cone étudié et en notant (r,6, )
les coordonnées sphériques associées a ce repére, on a

D={(r,0,p)eR® J0<r<R, 0<60<2p, 0<p<al}

et dV = r?sin(p)drdfdy, de sorte que

V(D) =ffDdV:fj([ej(f:()ﬁsm(@)mp) d9) dr
L) () [

T3 R
5| < et
0

= 27T3RS (1 -cos(a))

2. Le domaine D étudié étant symétrique par rotation autour de 'axe (Oz), le centre de
gravité G = (zq,ya, 2¢) de D est situé sur Paxe (Oz). Autrement dit, on a

zg=yc=0

Par ailleurs, par définition, on a

zg = ﬁ/];fpzdv
soit, en coordonnées sphériques
zg = I ? cos(@)) [OT (fo% (/Oarcos(¢) 2 sin () dcp) d9) dr
R 27 o

) 2 R3(1 ? cos(a)) (/0 r dr) (fo d9) (fo sin(p) cos(¢) d(p)

3 1" or [ cos?(¢) "

" 27 R3(1 - cos(a)) [ZL [¥%o [_ 2 ]0

3 Rf X%X(l—cosz(a))

:%Rg(l—cos(a)) vy 2
_ 3R(1=eesta))(1 +cos(a))
- 8(1 =cest@))

= %(1 +cos(a))

3. En notant 0D la surface délimitant le domaine D, le flux cherché est donné par I'intégrale

de surface
= (M) -noad
o= [, 200 o

Par ailleurs, d’aprés la formule de Green-Ostrogradsky, on a également

g0=ffaD @(M)-@ng:ffpdiv(cb)(M)dv
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Or en notant respectivement f, fo et f3 les fonctions coordonnées du champ de vec-
teurs @, en tout point M = (z,y,2) e R3, on a

o
Ox
=2r+42y+2z=2(x+y+2)

dfa

diV((I))(l',y,Z)I (m,y,z)+— l’,y,Z)‘f'%(l’,y,Z)
oy 0z

Ainsi,

<p=2/]:[D(x+y+z)da:dydz
:2(/][1):dedydz+[fpydxdydz+/[[Dzda:dydz)

= 2(UDPyzc + YDjge + V(D) 2a)

4 4
=2 % (1- cosz(a)) = %SiHQ(a)



