ISA BTP, 1° année ANNEE UNIVERSITAIRE 2017-2018

CONTROLE CONTINU

Logique, ensemble, calcul algébrique.

Tous les exercices sont indépendants. Calculatrices autorisées
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Exercice 1 Soient F un ensemble et A, B, C trois parties de F.
1. On souhaite montrer ici que AN (BUC) =(ANB)U(ANCQC).
(a) Faire un dessin illustrant cette propriété.
(b) Montrer que AN (BUC) C (ANB)U(ANC).
(¢) Montrer que (ANB)U(ANC)C An(BUC).
(d) Conclure.
2. Montrer de méme que AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
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Exercice 2 1. Ecrire les propositions suivantes a ’aide des quantificateurs.

(a) Le carré de tout nombre réel est positif.
(b) Certains nombres réels sont strictement supérieurs a leur carré.

(¢) Aucun entier n’est supérieur a tous les autres.

2. Soient E et F' deux ensembles et f et g deux fonctions de F dans F'. Ecrire les propositions
suivantes a l'aide des quantificateurs.

(a) f est injective.
(b) g est surjective.

(¢) f = g (on rappelle que deux fonctions sont égales si les images respectives de tout
élément de 1'ensemble de départ par chacune d’entre elle sont égales).

(d) f#g
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Exercice 3 Soient k et n deux entiers naturels tels que 1 < k < n.



n n—1
1. Mont k. =n.
ontrer que (k:) n (k B 1)

2. En déduire I’égalité
k. (Z) =n.2" 1
k=1
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Exercice 4 Pour tout n € N*, on note S5,, = Z k.k! et on note :
k=0

P(n): Sp=Mnm+1)—-1

1. Montrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N*.

2. Retrouver le résultat précédent sans récurrence. On pourra effectuer un décalage d’indice
dans la somme S,, et mettre en évidence une somme télescopique.



CORRECTION

Exercice 1 :

B
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(b) Soit z € AN(BUC). On adonc x € A et soit x € B, soit z € C.
— SizeB,alorsr e ANBC(ANB)U(ANC).
— Sinon, x € C et doncz € ANC C (ANB)U(ANCQC).
Dans tous les cas, z € (AN B)U(ANC) donc AN(BUC)C (ANB)U(ANC).

(c) Soit z € (ANB)U(ANC).
— Soitzx € ANBdoncxre Aetx € BC BUC.
— Soitr €e ANC doncx e Aetx e C C BUC.
Dans tous les cas, x € A et 2 € BUC. Donc x appartient a I'intersection AN(BUC).

(d) Chacun des deux ensembles AN (BUC) et (AN B)U(ANC) étant inclus 'un dans
I’autre, ils sont égaux.

2. (a)



L SRcoN &
@ o

(b) Montrons que AU (BNC)C (AUB)N(AUC).
Soit z € AU (BNC).
— Size A alorsr e AUBetz e AUC.
— Sinon, t € BC AUBetxe(C cCc AUC.
Dans tous les cas, v € (AU B) N (AUC). cqfd.

(¢) Montrer réciproquement que (AUB)N(AUC) C AU(BNCO).
Soit z € (AUB)N(AUC).
— Siz e A jalorsz € AU (BNO).
— Sinon, puisque x € AU B, alors x € B et puisque x € AU (), alors x € C'. Mais
alors x € BN C.
Dans tous les cas, x appartient soit a A, soit a BN C.

(d) Chacun des deux ensembles étant inclus 'un dans 'autre, ces deux ensembles sont
égaux.
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Exercice 2 :
1. (a) VzeR, z*>0.
(b) Iz € R / x> 22
(c) VneZ, ImeZ | m>n.

. V(z,y) € B2, (x #y) = f(z) # fy)
2. (a ou
V(z,y) € E*, (f(z)=f(y) = z=y



(b) Vy e F, Iz € E |/ y = g(x).
(c) Ve € E, f(x)=g(x).
(d) Fz e E/ f(z) # g(z).
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Exercice 3 :

1.
n n!
k —
(k) kl(n —k)!
B k.n!
k(b= 1Dl(n— k)
n!
(k= 1D!(n—k)!
D’autre part,
n—1 (n—1)!
n. =n.
k—1 (k=!I ((n—1)— (k=1
~ n(n—-1)
~(k—=D!(n—k)!
n!
(k= 1D!(n—k)!
n n—1
D k. =n.
wr () )
2.
Lo\ = (n-1 \ S
k. < k:) = n. < E1 d’apres la question précédente
k=1 k=1 N
2 /n-1
=n. Z ( i par un décalage d’indices
k=0
n—1
_ n—=1\ 1k ik
=n ( I 1 1
k=0
=n.(1+1)"! d’apres le binome de Newton
= n.2"!
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Exercice 4 :



(a) Initialisation : pour n = 1, on a d’une part

1
Zk.k! =00 4+111=1

k=0

et d’autre part
1+ -1=21-1=1

Donc P(1) est vraie.

(b) Hérédité : supposons qu'il existe un n € N* tel que Z k.k!'=(n+ 1)! — 1. Alors

k=0
nt1 n
S kR =Yk 4 (n+1).(n+1)!
k=0 k=0
=m+1)!=1+n+1).(n+1)! par hypothese de récurrence
=n+)!x1+(n+1) -1
=n+1)!'x(n+2)—1
=(n+2)!-1

Donc P(n + 1) est vraie également.

(c) Conclusion : la propriété P(n) étant vraie pour n = 1 et héréditaire, elle est vraie
pour tout n € N*.

n+1

Z k.k! = Z(k —1).(k—=1)! par décalage d’indice
k=0 k=1
n+1

= k(k—1)! = (k1)

n+1

=> k= (k1)

On reconnait ici une somme télescopique avec v, = k! donc

d kk =vpp—vi=m+1D) -1=(n+1) -1
k=0



