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CONTROLE CONTINU

Logique, ensemble, calcul algébrique.

Tous les exercices sont indépendants. Calculatrices autorisées
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Exercice 1 Soit E un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, on appelle différence
symétrique de A est B, la partie de F notée AAB et définie par

AAB = (AUB)\(AN B)

1. Représenter graphiquement la différence symétrique.

2. Pour toute partie A € E, simplifier les expressions suivantes (on fera apparaitre clairement
les calculs) : B
AAE, AAD, AAA, AAA

3. En s’appuyant sur la distributivité des opérations M et U 1'une sur 'autre, montrer que
VA,B € Z(E), AAB = (A\B)U (B\A)
Indication : on rappelle que

VA,Be P(E), A\B=ANB
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Exercice 2 1. Questions de cours
Soient £ et F deux ensembles et ¢ : £ — F une application.

(a) Donner la définition de “p est injective” a 1’aide des quantificateurs.

(b) Donner la définition de “p est surjective” a I’aide des quantificateurs.

2. Soient E, F' et GG trois ensembles et f : EF — Fet g : F — G deux applications. On
note h =go f.

(a) Donner 'ensemble de départ et 1’ensemble d’arrivée de I’application h.
(b) Montrer que si f et g sont injectives, alors h est injective.
(¢) Montrer que si f et g sont surjectives, alors h est surjective.

)

(d) Montrer que si h est injective, alors f est injective.
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(e) Montrer que si h est surjective, alors g est surjective.
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Exercice 3 Soit f une fonction de N dans R*. Pour tout NV € N, on note

Sv=> f(k) et  Pyv=]]fk)

1. Soient m et n deux entiers naturels tels que m < n.

n

(a) Exprimer a 'aide des sommes S, et S, la somme Z f(k).
k=m+1

(b) Exprimer a l'aide des produits P, et P,, le produit H f(k).
k=m+1
2. Soit n un entier naturel. Montrer que

2n

1
S h=p il
k=n 2

3. Soient m et n deux entiers naturels tels que m < n. Montrer que

ﬁk: (mil).(n—m—kl)!

k=m

* ok Kk k ok ok kK ke ke ke ke ke ok ok ok ok

Exercice 4 Soient a, b, ¢ trois réels et n un entier naturel.

1. A laide du binoéme de Newton, exprimer la quantité (a + b + ¢)™ sous la forme d’une
double somme.

2. Développer la double somme obtenue a la question précédente dans le cas n = 2.

3. Déterminer le coefficient de a?b*c* dans le développement de (a + b + ¢)S.



CORRECTION

Exercice 1 :
1.

AAB E

A

2. Soient E un ensemble et A une partie de E. On a

AAE = (AUE)\(ANE) = E\A = A
AAD = (AUDNANG) = A\D = A
AAA = (AUAN(ANA) = A4 = 0§
ANA = (AUANANA) = E\D = E

3. Pour toutes parties A et B de F, on a

AAB = (AUB)\(ANB)
= (AUB)N(ANB)

= (AuB)N(AUB)

= [(AUB)NA]JU[(AUB)NB]

= [BNA]JU[ANB]
= (B\AU(A\B)
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Exercice 2 :

1. (a) ¢ : & — F est injective si et seulement si
Vi,ye &, plr)=¢ly) = r=y
(b) ¢ : &€ — F est surjective si et seulement si
Vye F, dJx €& [ y=yx)

2. (a) La fonction h est une application de F dans G.

(b) On suppose ici que f et g sont injective. Alors pour tout z,y € F, on a :
hz)=hly) = g(f(x)) =9(f(¥))
= f(z) = f(y) car g est injective
= =y car f est injective
Donc h est injective.
(c) On suppose ici que f et g sont surjective. Soit alors z € G.

— Puisque g : F — G est surjective, il existe y € F' tel que z = g(y).
— Puisque f : E — F est surjective, il existe x € F tel que y = f(z).

Autrement dit, il existe x € E tel que

h(z) =g(f(z)) = g(y) = 2

Ainsi, tout élément z € G est 'image par h d’un élément de E et la fonction h est
donc surjective.

(d) On suppose ici que h est injective et I’on souhaite montrer qu’alors f est également
injective. On considere donc z,y € F tels que f(z) = f(y). On a alors :

flx)=fly) = g9(f(x) =g9(fy) = h(z)="h(y)

Mais h étant injective, on a

Autrement dit,

et la fonction f est injective.



(e) On suppose ici que h est surjective et I'on souhaite montrer que la fonction g est
également surjective. On considere donc z € G. L’application h : E — G étant
surjective, il existe x € F tel que z = h(z) = go f(x) = g(f(x)).

Autrement dit, z € G est I'image par g de f(x) € F et 'application g est surjective.
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Exercice 3 :
1. (a) On a

n m

S Sk =) fk) =D f(k) =S, — S

k=m+1 k=0 k=0

(b) On a

N(N +1)

N
2. En s’appuyant sur la formule Z k= 5

k=1

2n 2n n—1
D k=D k=) k
k=n k=1 k=1
~2n(2n+1) (n—1)n
N 2 2
:g(4n+2—n+1) :g(Sn—i—B)
n(n+1)
—g Ty
2

,on a

3. On aici

L

n!

RCED TR
- (m”_ 1>(n—m—|—1)!
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n—m+1)!



Exercice 4 :

1. D’apres le binome de Newton, on a

2. Pour n =2, on a

(a+b+c)?

(a+b+c)"=((a+b)+c)" = (Z) (a + b)F.c"*

j=0 j=1

? + 2bc + 2ac + b + 2ab + a?

3. D’apres la formule générale ci-dessus, le coefficient de a?b*c

2 dans le développement de



(a+b+c) est <Z>(§) pour

" =0 n = 6
J = 2 )

<= 7 2
k—7 = 2 o 4
n—k = 2

Le document cherché est donc
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