ANNEE UNIVERSITAIRE 2018-2019

ISA BTP, 2° année

CONTROLE CONTINU

Séries numériques, séries entieres

Durée : 1h30 Les calculatrices sont autorisées.

Tous les exercices sont indépendants.
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Nom TR PR PRPTT Prénom TR PT PR

Exercice 1 Soit (u,) une suite numérique. Indiquer si les affirmations ci-dessous sont vraies

ou fausse. On donnera dans chaque cas une justification.

1. Si la série Y u,, converge, alors la série > u? converge.

] Vrai ] Faux

2. Si la série > u? converge, alors la série Y u,, converge.

L] Vrai ] Faux

* ok k ko k ok ke ke ke ke ke ke ke ke ke ok

Exercice 2 Soient a,b € R. Pour tout n € N*, on note
a b

Uy = — +

n n+1

1. Déterminer, en fonction de a et b, la nature de la série > u,.
Ind. : on pourra déterminer, en fonction de a et b, un équivalent simple de |u,]|.



+oo
2. Déterminer, dans le(s) cas de converge, la valeur de la somme E Up

n=1

Kk Kk k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Exercice 3 Pour tout a € R* et pour tout n € N, on note
n n
up(a) = — et Sn(a) = Zuk(a)
k=0

1. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la série " u,(a) converge.

On suppose maintenant que la série Y u,(a) converge.

2. Montrer que pour tout n € N, on a
1 n+1
—50(@) = Spala) = S0 =

ak
k=1

3. En déduire une expression de S,(a) — £5,(a) explicitement en fonction de n.

+oo
4. Donner S, (a) sous forme explicite et en déduire la valeur de la somme S(a) = Z up(a).
n=0

Kk Kk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Exercice 4 Soit (a,) la suite numérique définie par

(CL)' (1,0:1, a1:3
"l V>0, apio = 3an.1 — 2ay,

—+00
Qp n

On note S la série entiere définie par S(z) = g —a".
n!
n=0

—_

(a) Montrer que pour tout n € N, on a |a,| < 4"

(b) En déduire le rayon de convergence R de la série S.
Exprimer, pour tout « €] — R, R], les dérivées S'(z) et S”(z) en fonction des a,,.
Déterminer une équation différentielle vérifiée par la fonction S.
En déduire un probléeme de Cauchy vérifié par la fonction S.

Résoudre le probleme de Cauchy et en déduire S sous forme explicite.

SR AN

En s’appuyant sur la forme explicite trouvée ci-dessus, déterminer la forme explicite de
la suite (a,).
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Exercice 1 Soit (u,) une suite numérique. Indiquer si les affirmations ci-dessous sont vraies
ou fausse. On donnera dans chaque cas une justification.

1. Sila série Y u? converge, alors la série > u,, converge.

O] Vrai [ Faux

2. Si la série > u, converge, alors la série Y u? converge.

O Vrai ] Faux

Kk k k k ok k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Exercice 2 Soient a,b € R. Pour tout n € N*, on note

a b
n n-+1

Up =

1. Déterminer, en fonction de a et b, la nature de la série > u,.
Ind. : on pourra déterminer, en fonction de a et b, un équivalent simple de |u,|.

+oo
2. Déterminer, dans le(s) cas de converge, la valeur de la somme E Up

n=1



Kk Kk ko k ok ke ke ke ke k ok ke ke ke ke

Exercice 3 Pour tout a € R* et pour tout n € N, on note
n
up(a) =n.a" et Sp(a) = Z ug(a)
k=0

1. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la série Y u,(a) converge.

On suppose maintenant que la série Y u,(a) converge.

2. Montrer que pour tout n € N, on a

3. En déduire une expression de S, (a) — aS,(a) explicitement en fonction de n.

+o0
4. Donner S, (a) sous forme explicite et en déduire la valeur de la somme S(a) = Z up(a).
n=0

* ok ok k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ke

Exercice 4 Soit (a,,) la suite numérique définie par

(a)_ aoz—l, 0,1:4
e Vn}O, an+2:an+1+2an

“+00
Qp n

On note S la série entiere définie par S(z) = g —"
n!
n=0

—_

(a) Montrer que pour tout n > 2, on a |a,| < 2".

(b) En déduire le rayon de convergence R de la série S.
Exprimer, pour tout x €] — R, R, les dérivées S’(x) et S”(x) en fonction des a,,.
Déterminer une équation différentielle vérifiée par la fonction S.
En déduire un probleme de Cauchy vérifié par la fonction S.

Résoudre le probleme de Cauchy et en déduire S sous forme explicite.

AR A

En s’appuyant sur la forme explicite trouvée ci-dessus, déterminer la forme explicite de
la suite (a,).



CORRECTION

Exercice 1 :

1. Si la série Y u,, converge, alors la série > u2 converge.

B Vrai ] Faux

Preuve /Gentre-exemple : si la série > u, converge, son terme général u, tend vers 0.

Dans ce cas, u? = o(u,). Par domination, la série > u? converge également.

2. Si la série > u? converge, alors la série Y u,, converge.

O Vrai B Faux

Preave/Contre-exemple : en notant u,, = <, la série Y u?2 converge alors que la série Y u,
ne converge pas.

*ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Exercice 2 :

1. Quelque soient a et b, le terme général u,, est de signe constant a partir d’un certain rang
(au moins). Il est donc possible d’appliquer les criteres de comparaison. Or

a b an+1)+bn  (a+bn+a

E+n+1 - nn+1) nm+1)

Alinsi,

e Sia+b#0,
(a+bn  a+b

un ~ =
n? n

On reconnait ici le terme général d'une série de Riemann divergente (a = 1), donc
par équivalence, la série ) u, diverge.

e Sia+b=0,0na
a a
un:—/\/—

n(n+1) n?

On reconnait ici le terme général d'une série de Riemann convergente (o = 2), donc
par équivalence, la série Y u,, converge.

2. On suppose ici que a +b = 0. Donc b = —a et

a a
Uy = — —
n n+1

On reconnait ici le terme général d’une série télescopique de la forme u,, = v,,1 — v, avec

a
Vyp = ——.
n n



Ainsi, la somme partielle S,, vérifie

n
a
Sn:E uk:’(]n+1—’()1:———|—a—)a
P n-+1 n—-+o00

D’ou

—+00
E Up = Q
n=1
* %k k Kk k ko ko ke ok ok ok ok ok ok ok

Exercice 3 :

1. On peut ici appliquer le critere de d’Alembert :

pner(@| _nt1 ot wl 11
@] T m . Ja] noee Ja]

Ainsi, si |a| > 1, la série Y |u,| converge et la série ) u,, converge également.
Réciproquement, si |a| < 1, le terme général u, ne tend pas vers 0 et la série > u,, diverge
grossierement.

Pour la suite, on suppose donc que |a| > 1.

2.
1 = k "k
ST i T L
n+1k_1 n+1 k? n+1 1
S S W
k=1 k=1 k=1
Spi1

3. D’apres la question précédente, on a

n+1
Sn—é.Sn:Sn—SnH%—kz:%Z—T;n—tll+é.%
4. D’apres la question précédente, on a
(1-0) 8= T = s T
= s ()
En passant a la limite n — +o00, on obtient
5@ = =y



Kk Kk ko k ok ke ke ke ke k ok ke ke ke ke

Exercice 4

1. (a) On raisonne ici par récurrence : on note P(n) : |a,| < 4™.

e D’apres les valeurs initiales ag et aq, les propositions P(0) et P(1) sont vraies.
e Supposons qu'il existe n € N tel que P(n) et P(n + 1) soient vraies. D’apres la
relation de récurrence vérifiée par la suite (a,), on a

|ansa] = 3011 — 2an] < 3|ani1| + 2]an] < 347! 424" = 144" < 16.4" = 4”12

Donc la propriété P(n) est héréditaire et vraie pour tout n € N.

(b) D’apres la question précédente, on a, pour tout = € R,

4n 4 )"
nt

n!

On reconnait a droite le terme général du développement en série entiere de e**. Ce
DSE étant valable pour tout z € R, la série ) %*z™ converge pour tout z € R et
R = +o0.

2. Puisque S est une série entiere, on peut la dérivée “terme a terme”. Ainsi,

+oo a +oo a +oo a
' _ n n—1 __ n n—1 __ n+l n
S(x)—Zn.n!x _Z(n_l)!x _Z n! t
n=1 n=1 n=0
et
+oo a +00 a +00 Anso
" o . n n—2 __ n n—2 __ n n
§"(x) = (n 1)'(n_1)!x —Z(n_2)!x =D, ol
n=2 n=2 n=0

3. D’apres la question précédente, et la relation de récurrence vérifiée par la suite (a,), on a

S//( ) o f 3an+1 - 2an n
n=0

= 3+f a:!rlx” — 2+§ %x"
n=0 n=0
= 35(z) — 25(x)
La fonction S est donc solution de I’équation différentielle
yv' =3y +2y=0

4. On a
S0)=ar=1 et S(0)=a; =3

La fonction S est donc la solution du probleme de Cauchy

"3y +2y=0
(P): { b(O) =1, 9/(0) =3

bt



5. L’équation différentielle du probleme de Cauchy ci-dessus est linéaire, homogene, a coef-
ficients constants. Son polynome caractéristique est

PX)=X?>-3X+2=(X-1)(X-2)
Les solutions de cette équation sont donc les fonctions de la forme
y : x—> Ae” + Be*™
La fonction S cherchée est donc la fonction de ce type satisfaisant les conditions initiales.
D’ou :

S0)=1 = A+B=1
S'(0)=3 = A+2B=3

On en déduit le systeme linéaire
A+B=1 — B
A+2B =3 A

S o — 2% — ¢

2
-1

D’ou

6. D’apres le DSE de la fonction exponentielle, on a

2 )" too  n +oo 2n+1 -1
(
!

+o0o
Vz € R, S(a:)—QZO - —ZO%:ZOTI"

Par unicité du DSE, on en déduit que pour tout n € N,

a 2n+1_1
— = = a,=2""-1
n! n!



