ISA BTP, 1° année ANNEE UNIVERSITAIRE 2015-2016

CONTROLE CONTINU

Suites numériques

Durée : 1h30. Les calculatrices sont autorisées.

Tous les exercices sont indépendants.
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Exercice 1 Soit (uy,) la suite définie par

Vn €N, un:1+%+i+"'+2%222ik
k=0
1. Calculer ug, u1, us et us.
2. Montrer par récurrence que
Vn € N, Uy = 2 — 2%

3. En déduire la nature de (uy,) et la valeur de sa limite éventuelle.
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Exercice 2 Soit (u,) une suite récurrente définie par

ug € N

1
Un+1 = aun +1

1
et on note f : x»—>§x+l.

1. Etude qualitative

(a) Déterminer 'unique point fixe z* de f tracer dans le repeére ci-joint la courbe de f en faisant ap-
paraitre z*.

(b) Tracer le parcours de (u,) dans les cas ug = —1 puis up = 4. Quel semble étre le comportement de
ces deux suites ?

(c) Tracer le tableau de signe de f(z) — = et en déduire les variations, la nature et la limite de u,, en
fonction de ug.

2. Une forme explicite
(a) Déterminer une constante « telle que la suite (v,,) définie par
Vn € N, Uy = Uy +
. . P . 1
soit une suite géométrique de raison 3

(b) Donner la forme explicite de (v,,) en fonction de ug puis celle de (u,,), toujours en fonction de ug.



(c) Retrouver le comportement de (uy,) en fonction de ug déduit de ’étude qualitative ci-dessus.
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Exercice 3 Pour tout n € N*, on note

1 1 (_1)n n (_1)k+1
1 =y
i IR D
k=1
1. Montrer que les suites extraites (v,) = (u2n—1) et (wy) = (uz2,), définies pour tout n > 1, sont adjacentes.
2. En déduire la nature de la suite (u,). On admettra que sa limite est £ = In 2.

3. On considere 'algorithme ci-dessous :

u2 u2 + 1/(2xn+1) - 1/(2*n+2)
return ul

1. | def Approxln2(d):

2. n=1

3. ul=1

4. u2=0.5

5. while abs(ul-u2)>10%*x(-d):

6. n = n+l

7. ul = ul - 1/(2%n) + 1/(2*n+1)
8.

9.

(a) Quel est le nom de cette fonction ? Quel(s) en est/sont 1’(es) argument(s) ?
(b) Décrire I’évolution des variables n, ul et u2 au cours du programme.
(¢) Quel est la condition d’arrét de la boucle while ouverte a la ligne 57
(d) Quel est objet de cet algorithme ?
)

(e) Quel est le role de Pargument d 7
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enz

14 e®

dx

1
Exercice 4 Pour tout n € N, on note I, = /
0

1. Montrer que

1
.[1:111( ;6) et I()+11:1

et en déduire I.

2. Montrer que
e" -1

Vn € N*, I, + InJrl =

3. Montrer que la suite (I,,) est croissante (on pourra comparer les positions relatives des courbes des fonctions
[ — "] et [z +— e(TD?] sur Vintervalle [0,1]).
4. Montrer que

nx nT nx

e e €
<

vz € [0.1], 1+e 1+e® 2

5. En déduire un encadrement de I,,.
6. Déterminer la nature et la limite de la suite (Ip,).
7. Montrer que I, = 040(e").
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CORRECTION

Exercice 1 :

N el T 1B
'U'O_ I UI—UO 2_ ) U;Q—Ul 4_4a U4—U3 -
2. Soit P(n) : "u, = L»

8 8
=2- "

N | Lo

— Initialisation : ug =1 =2 — &

50 Donc P(0) est vraie.
1
— Hérédité : supposons qu'il existe un entier n € N tel que u, =2 — —. Alors

1 1 1
=2

un-‘rl:un'i'ﬁ —5n T

2-1
- 2n+1 -

n 2n+1 =

1
Donc P(n + 1) est vraie et P(n) est héréditaire.

- 2n+1

La propriété étant vraie au rang n = 0 et héréditaire, elle est vraie pour tout n € N.
3. Puisque 2" — 400, la suite (u,) converge vers 2.
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Exercice 2 :

1.

(a) Les points fixes de f sont les solutions de ’équation f(x) = z. Or

1
flz)=2 & §x+1:z Sr=2

La fonction f admet donc z* = 2 comme unique point fixe.

A

i

(b) D’apres le dessin ci-dessous, les deux suites semblent converger vers 2, 'une en croissant, l'autre en
décroissant.



()

i

>
-1 Up = ¥ =2 ug =4
y=x
Puisque f(z) —2=—1z+1,ona
T —00 2 400
flz) —x + 0 -
variations de (uy,) croissante decroissante

D’apres le tableau ci-dessus, on déduit que
— si ug < 2, la suite (uy,) croit et converge vers 2,
— sl ug > 2, la suite (u,) décroit et converge vers 2,

— sl up = 2, la suite (u,) est constante égale & 2

(ce qui est en accord avec les observations graphiques faites a la question précédente).

(SIS

On cherche maintenant une constante « telle que si v,, = u,, + « alors la suite (v,,) vérifie vz“ =
pour tout n € N. Or

vnﬂ_unﬂ—i—a_%un—&—l—l—a %(Un+04)+1+%_1+1+%
Up, Up + Uy + Up + 2 u,t+a

Donc

Un+1 1 «
e P )

Un,
Si (v,,) est une suite géométrique de raison i, puisque vy = ug — 2, on a
2 ’

ug — 2
Vn € N, Up = T
et puisque (v,) = (up, —2), on a

UO—2
omn

Vn € N, Up =2+

On retrouve le résultat de la question précédente : la suite (u,,) converge vers 2 quelque soit le point
de départ ug et elle est croissante si ug — 2 < 0 et décroissante si ug — 2 > 0.
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Exercice 3 :

1. Pour montrer que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes, on doit montrer 'une est croissante, 'autre
décroissante et que leur limite tend vers 0. Or puisque (v,,) = (u2,—1), on a pour tout n > 1

2n—1 (_1)k+1 2n+1 (_1)k+1
——— et Upg1 = U1 = —
k k
k=1 k=1

Up = U2p—1 =

D’ou

2n+1 (_1)k+1 2n—1 (_1)k+1

v == 30 DS

k=1 k=1
(_1)2n+2 (_1)2n+1
T oo+l n
1 1 2n—(2n+1)
S 2n+1 2n 2n(2n+1)
1
= <0
2n(2n + 1)

donc la suite (v,,) est décroissante.

De méme, puisque (wy,) = (ugy,), pour tout n > 1, on a

2n (_1)k,+1 2n+2 (_1)k,+1
Wy = Ugp = Z et Wpp = Ugpge = —
k=1 k=1

D’ou

2n+2 (_1)k+1 2n (_1)k+1

wn-‘rl_wnzz A _Z L

k=1 k=1
(_1)2n+3 (_1)2n+2
T on+2 om+ 1
_ 1 N I —@n+1)+(2n+2)
o 2n+2 2n+1 204+ 1)(2n+2)
1
= >0

(2n+1)(2n+2)

donc la suite (w,,) est croissante.

Enfin,

2n—1 2n
(_1)k+1 (_1)k+1 (_1)2n+1 1
Up — Wp = Z T - Z A

k=1 k=1

Donc v,, — wy, tend vers 0 quand n tend vers +oco. Les suites (v,) et (w;,) sont donc adjacentes.

2. Les deux suites extraites étant adjacentes, elles convergent et ont la méme limite /. D’autre part, puis-
qu’a elles deux elles recouvrent ’ensemble des termes de la suite (u,,), alors (u,,) converge également vers £.

3. (a) La fonction s’appelle Approx1n2 et prend un unique argument d.

(b) Aux lignes 2 & 4, les variable du programme sont initialisées :

— n prend la valeur du premier entier 1,
— ul prend la valeur u; =1,



— u2 prend la valeur us = 0.5.

Ensuite, au cours de la boucle, la variable n est incrémentée de 1, tandis que les variables ul et v1
prennent respectivement pour valeur v, = ug,_1 et w, = uaoy,.
(¢) La boucle while s’arréte au premier entier n € N pour lequel la distance |ug,—1 — ug,| est inférieure

a 1074,

(d) & (e) Le programme ci-dessus parcours les termes de la suite (uy,) jusqu’a obtenir deux termes consécutifs
dont la distance est inférieure & une précision 10~% entrée par I'utilisateur.
D’apres I’étude précédente, la limite £ = In 2 de (u,,) est toujours coincée entre deux termes consécutifs.
Si |ugn_1 — u2,| < 107%, n’importe quel nombre réel de l'intervalle [ua,,, us,_1] est une valeur ap-
prochée de In2 & 10~¢ pres, en particulier le terme wug,_1 stocké dans la variable ul & la fin de la
boucle while et renvoyé par le programme Approxln2.
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Exercice 4 :

1 T
1. I = / pp dz. On reconnait ici une fonction de la forme " %" avec u(z) = 1+ e”. Ainsi
0 &

L=[n1+e)) =In(l1+e)—m2=1In (1?)

1 1 1 1
1 @ 14"
10+11:/ 7dx+/ ¢ dx:/ +edx:/dx:1
0 1+€t 0 1-'—61; 0 1+€T 0

1
IO—IO+11—11—1+1H< ;e>

D’autre part

On en déduit

2. Pour tout n € N*, on a

1 ena (n+1)z
e —dx

1 e(n+1)w

I, 4+ 1,1 = d

tint / 1+ eT /0 1+e” v
/0 1 —|— e*

1
/ e daz
0 1+€m
1 1
n_1
/ e"*dx = [e ] = ¢
0 0 n

vz € [0,1], e L et

3. La fonction exp étant croissante, on a

Donc (ntD)
nx n x
vz € [0,1], ¢ c

<
1+er = 1+4e®
puisque 1+ e* > 0 pour tout = € [0,1] et I,, < I),11. La suite (I,,) est donc croissante.

4. La fonction exponentielle étant croissante, on a également

vx € [0,1], 1=e"<e® el =¢



Ainsi,

vz € [0,1], 2<1+e"<1+e
- 1t 1
l+e 14er 2
—
1+e 1+e® 2

car e™* > 0 pour tout x € [0, 1].

. En intégrant 'inégalité ci dessus, on obtient

1 nx 1 nz
/ ¢ d:cgfng/ © do
o 1+4e 0o 2

Or ) )
/ o dr = ! / e"dr = ool
o 1+e 1+e n(l+e)
1 1
nx 1 n_1
/ C g = = / e""dx - ¢
, 2 2/, n
Ainsi,
e" -1 e -1

——— < Iy < —/—
n(l+e) 2n

. Par croissances comparées, les deux bornes ci dessus tendent vers 400 quand n — +oo. D’apres le théoreme
des gendarmes, la suite (I,,) diverge également vers +oo.

. D’apres l'inégalité établie a la question 5, on a

e"—1 1-e™" 1, e"—1 1—e™"

ern(l4+e) n(l+e) e er2n  2n

Les deux bornes établies ici tendant vers 0, on a, toujours d’apres le théoreme des gendarmes

et par définition, I,, = 04 (e™).



