ISA BTP, 1° année ANNEE UNIVERSITAIRE 2020-2021

CONTROLE CONTINU

Suites numériques

Durée : 1h30 Les calculatrices sont autorisées.

Tous les exercices sont indépendants.
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation.

Exercice 1 Pour tout n € N, on note

1 1 1 1 "1
mEgtutattu T lm
=0

et
Un =Un + —
n

On rappelle que, par convention, 0! = 1.

1. Etudier le sens de variation des suites (u,) et (vy,).

2. Montrer que les deux suites (u,) et (v,) convergent vers une méme limite ¢ qui vérifie
2<0<3

3. Montrer que pour tout n € N*, on a

1
lun — €] < )
n!

4. A laide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de ¢ & 10™2 pres.
Bonus Conjecturer la valeur exacte de la limite /.
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Exercice 2 Un modéle économique

N

A Téchelle nationale, les économistes distinguent un certain nombre d’indicateurs annuels permettant de
modéliser 1’économie globale d’un pays. Ainsi, on note

» = le revenu national au cours de I'année n,
la consommation nationale de ’année n,

Q=
I

3

I, = [linvestissement de I’année n,

D, = la dépense nationale de I’année n,

S = la propension marginale & consommer (constante d’une année sur l'autre),
v = le rapport de I'investissement (constant d’une année sur I’autre).

Les lois de I’économie permettent alors de relier entre eux ces indicateurs et leurs valeurs d’une année sur
I'autre. Précisément,

R, = Cn+1n+Dn (El)
Vn 2 2, Cn = SRn,1 (EQ)
In = VS (Rn,1 - Rn,Q) (E3)

Pour simplifier le modele, on suppose en outre ici que la dépense nationale est constante égale & 1 d’une
année sur ’autre et on estime que s = 1.5 et v = 0.5.



1. A Tlaide des relations données ci-dessus, montrer que la suite (Ry,) vérifie la relation de récurrence
YneN, Ryyo = 225R,41 —0.75R, +1 (RRy)
2. On s’intéresse ici aux suites (u,) vérifiant la relation de récurrence
Vn € N, Upaa = 2.25Uptq — 0.75uy, (RR»)

(a) Donner le polynéme caractéristique de la relation (RR3) et déterminer ses racines r; < re. On en
donnera une valeur approchée & 107! pres.

(b) Montrer que les suite (r}) et (r}) vérifient la relation (RR3).

3. Montrer que pour tout (), u) € R?, la suite
(Ry) : Ry =Arl +pury —2

vérifie la relation de récurrence (RRy).

4. Déterminer les constantes A et p associées aux conditions initiales
RO =1.5 et Rl =138

(On donnera ici des valeurs approchées & 107! pres).
5. En déduire une approximation du revenu national au cours de I’année 4.

6. En supposant que ’évolution suit le méme modele d’année en année, que dire de I’évolution du revenu
national au bout d’un temps long? On donnera un équivalent de R,, en l'infini ainsi qu un qualificatif de
sa vitesse de divergence.

Kk kK k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Exercice 3 Soit a¢ > 1 un réel fixé. On note (u,) la suite récurrente définie par

a
()
Up

On souhaite déterminer la nature et la limite de la suite (u,,).

(') =

N = R

Up+1 =

1. Montrer par récurrence que pour tout n € N, on a u,, > 0.

2. Montrer sans récurrence que pour tout n € N, on a

2 (U2 - a)2

Unqg— 0=
n+1 2
4u?

Montrer que pour tout n € N, on a u, > /a.
Montrer que la suite (u,) est décroissante.

En déduire la nature de la suite (u,).

S v W

Montrer que

lim wu, =+a

n—-+oo



CORRECTION

Suites numériques - 2020-2021

Exercice 1 :
1. e

I R 0
“Mﬂ_“”_EZEY_E:E“m+1ﬁ>
k=0 k=0

donc la suite (u,) est strictement croissante.

vnﬂ—vn:unﬂ—i—ﬁ—un—%
B 2 1
T (n+1)! nl
_2—(n+1)
(n+1)!
_1-n
~ (n+1)!

Ainsi, vp41 — v, < 0 pour tout n > 1 et la suite (v,) est décroissante & partir d’un certain rang.

2. Au vue des résultats obtenus ci-dessus, on montre que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes. En effet, ces
deux suites sont monotones de sens différents et

1
Vn € N, \un—vn|:ﬁ—>0

Ainsi, les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Elles convergent donc toutes les deux vers une limite com-
mune ¢ € R.

Par ailleurs, étant donné le sens de variation des suites (u,,) et (v,,), on a
u =2<lb<v =3

3. De facon générale, on a
VTLEN*, Ungggvn

Ainsi,
1

|un _£| < |Un _Un| = 3
n.

4. D’apres le calcul ci-dessus, le réel u,, est un valeur approchée de £ & 1072 pres deés que % <1072
Or 5! = 120 > 100 donc

5
1 1 1 1 1
a=S =1l bt — 4+ — 271
u EQ: 145+ 5+ 51+ 130 717

est une valeur approchée de £ & 1072 pres.

Bonus on reconnait ici une valeur approchée du réel e.

Kk khkkhkkkkhkkkkkkkk*k

Exercice 2 :
1. En injectant les égalités (Fs) et (E5) dans (E7), on obtient

Yn>2, R, = sR,_1+wvs (Rn_1 — Rn_g) +D=225R,,_1 —0.7T5R,,_o+1

On retrouve la relation (RR;) & I’aide du décalage d’indice n ~» n + 2.



2. (a) Le polynéme cherché est

9 3
P(X)=X?-225X +0.75=X? — X+
Son discriminant est
81 81 —-48 33
A = — — 3 = = —
16 16 16
et ses racines sont
9 _ V33 9 4 V33
7’1:%%0.4 et 7’2:%%1.8

(b) Pour chacune des deux racines r; ci-dessus, on a

Vn € N7t — 22507t 4 0.750) = )" (r7 — 2.257; + 0.75)
=71 x P(r;)
=0car P(r;) =0

Donc les suite (r]) et (ry) vérifient la relation ().

3. Soit (A, 1) € R? fixé. Pour tout n € N, on a

Ropo = ArPT2 4 prd*2 — 2
= A (2.2577 —0.7507) 4+ p(2.25r5 T —0.7578) — 2
=225\t b it — 075N ) — 2
=225(Rpy1 +2) — 0.75(R, +2) — 2
=225R,41 —0.75 R, + 1

On retrouve ici la relation cherchée.

4. Si, pour tout n € N, on a
R,=Ari4+pury —2

on a en particulier
n=0 = Ry=A+p—-2=15
n=1 = Ri=Ari+urs—2=138

Le couple (A, ) cherché est donc le couple solution du systéme

A+ p = 35 [ p=35-)\
Ari4prs = 3.8 A4 (35— Ay = 3.8
\ = 3.8—3.512 ~1.85

o KT — T2

w=35—A=~1.65
5. D’apres les calculs ci-dessus, pour tout n € N, on a
R, =185r7 +1.65ry —2

On a en particulier
Ry = 18571 +1.6575 — 2 ~ 16.97

6. Puisque 0 <r; <letre>1,0na
R, ~ 1.65r%

Autrement dit, le revenu national tend vers I'infini & vitesse géométrique.
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Exercice 3 :



. On raisonne ici par récurrence. Ainsi, on pose
P(n) : up >0

Par hypothese, on a up = a > 1 > 0 donc P(0) est vraie.

Supposons maintenant qu’il existe un entier n € N tel que u,, > 0. D’apres la relation de récurrence vérifiée

par la suite (u,), on a
(o)
Un+1 = 7 | Un + — >0
2 Uy,

La propriété P(n) est donc héréditaire. Etant également vraie pour n = 0, elle est vraie pour tout n € N.

2
a
Up + — —a
Un,
a2

a
+ 3 + m —-a
— 2au? + a?

4u?
(uy — a)®
du2

. Pour tout n € N, on a

Upy1 —a=

=

3:» -~ ‘ :Qm

. Par hypothese, on a ug = a > /a puisque a > 1.
Par ailleurs, d’apres le calcul précédent, pour tout n € N, on a

ui+1—a>0 = ui+1>a

Par ailleurs, d’apres le résultat obtenu a la question précédente, u,, 1 > 0. On en déduit que u, 1 > /a.

Ainsi, ug > +/a et pour tout n > 1, u,, > /a. La propriété est donc vraie pour tout n € N.

. Pour tout n € N, on a

Un a
un+1—un=?+ﬁ—un
n
CL—’U,2

Donc la suite (u,) est décroissante.
. La suite (u,) étant décroissante et minorée (par \/a), elle converge.

. Notons ¢ la limite de la suite (u,) (dont 'existence a été établie & la question précédente). En passant &
la limite "n — +o0” dans la relation de récurrence vérifiée par la suite u,,, on obtient I’équation

1) o 4o

& P —-a=0
& (t=Va)(l+Va)=0
& (e {+Va}

Par ailleurs, la suite (u,,) étant positive, sa limite est positive. On en déduit £ = v/a.



