ISA BTP, 1° année ANNEE UNIVERSITAIRE 2021-2022

CONTROLE CONTINU - MATHEMATIQUES

Suites numériques

Tous les exercices sont indépendants Calculatrices autorisées
Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation

Exercice 1

Soit (uy,) la suite définie par

1. Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite £ € R.

2. Déterminer un équivalent de |u,, — £] en +oo.

Ind. : on pourra s’appuyer sur les développements limités ci-dessous.

a(a-1) h2+“.+a(a—1)---(a—n+1)

e (1+h) = l+ah+ ' h™ + o(h™)
n:
n (_1\k-1 1.k
e m(ien) = SEDTE
=k
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Exercice 2
Soit

Up eR
: 1
(un) Ups] = éun +3 (>(-)

1. Donner la fonction ¢ associée a la relation de récurrence (*) et déterminer son
unique point fixe x*.

2. Soit (v,,) la suite définie par
VneN, Up = Up — X~

(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et
le premier terme.




(b) En déduire explicitement v,, en fonction de n puis u, en fonction de n.

(¢) Donner la nature et la limite éventuelle de la suite (uy,).
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Exercice 3

L’objectif de cet exercice est d’étudier les suites numériques définies par

Ug € [_171]7
(un) : 2uy,
Ups] = ———
T2
2z
1. Soit ¢ :
oit p : r+— 1722

(a) Donner le domaine de définition de ¢.
(b) Dresser le tableau de variation de .

(¢) Déterminer les points fixes de .

2. On suppose ici que ug €]0, 1[.
(a) Montrer que pour tout n €N, on a u, €]0,1[.
(b) Montrer que la suite (u,) est croissante.
(¢) En déduire la nature de (u,).
)

(d) Déterminer la limite lim wu,,.
n—+oo
3. On suppose ici que ug €] - 1,0[. Montrer que la suite (u,) est décroissante et
converge vers —1.
Ind. : on pourra étudier la suite (v,) = (—uy).

4. Bilan
Donner le comportement, la nature et la limite de la suite (u,) en fonction
de ug € [-1,1]. On pourra représenter les différents cas distingués dans un re-
pere (n,uy,).




CORRECTION

Suites numériques - 2021-2022

Correction Exercice 1  (Exereicr )

1. D’apres les résultats usuels sur les polynomes en +oo, on a

3 1 1
Iim 1+—=1 et lim nEl oz
n—+oo n n—o+c0 2n -1 2

Dong, les fonctions /et In étant continues, respectivement en 1 et en %, on a

27
1 1
lim \/1+§—1n(n+ )zl—ln(—)=1+ln(2)
n—>+0o n 2n-1 2

Ainsi, la suite (u,) converge vers

2. D’apres la premiere formule proposée a ’ordre 2, appliquée pour h = %, on a

Par ailleurs, d’apreés les formules du log, on a

ln( n+11)=1n(n+1)—ln(2n—1)

2n -
:m[n(“%)]—ln[m(l—%)]
:WHH(H%)—ln@)—W‘ln(l_%)

:1H(%)+ln(1+%)—ln(l—%)

En appliquant alors la seconde formule proposée & 'ordre 2 appliquée pour h = %, on

obtient
n+1 1 1 1 1 1 1 1
() ) ) ()
o2n-1 2 n  2n? n? 2n  8n? n?
(5)* 50 527 (s0)
=ln({=-)|+—-—=+0|—
2 2n  8n? n?
D’ou
g s el [(5) e e ()]
Uy = -—+ol—=||-|In[= -—+o|l—=
" n  8n? n2 2 n 8n? n2
3 1
=1+1H(2)—W+O(E)
et
o ()
tn | 4n2 © n2 /| +oo 4n?




* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Correction Exercice 2 (EXERCICE A)

1. La fonction ¢ régissant 1’évolution de la suite (u,) est
! +3
L r— -2
4 2
Son point fixe est I'unique solution de I’équation
1
plx)=2 < §x+3:x < =6

2. La suite (vy,) est définie par
VneN, wv,=u,—-6

(a) Pour tout neN, on a

1
Un+1:un+1_6:§un+3_6

1 1
:gun_3:§(un_6)

1
= —’Un

2

Ainsi, la suite (v,,) est une suite géométrique, de raison ¢ = %

(b) Par définition, vy = up — 6, donc

1\" u0—6
_ n_
VneN, Up = V0.9 —(u0—6)><(§) o

et
up — 6
on

(c) De la forme explicite ci-dessus, on déduit que (u,) converge et

VneN, Up = Uy + 6 = +6

lim wu, =6
n—+0o
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Correction Exercice 3 (EXERCICE A)

1. (a) Ona 1+22 >0 pour tout z € R donc ¢ est définie sur R tout entier.

(b) La fonction ¢ est dérivable sur R et

C2x(1+a2?)-2zx2z  2-227 2(1+z)(l-ux)

@) (1+22)? (1+22)2  (1+a2)?

Le dénominateur étant ici strictement positif pour tout z € R, le signe de ¢'(x) est
donné par le signe du numérateur.



Par ailleurs, on a
FED =1 f()=1 lim p()=0

D’ou
T | —oo -1 1 +00
l1+z - 0 + +
1-=z + + 0 -
o' () - 0 + 0 -
| 0 N -1 ~ 1 N~ 0

2x

=x
1+ 22
= 2 =x(1+2%)

p(z) =z <

o 2-2=0
< z(z-1)(z+1)=0

= \x:—loux:OOule\

La fonction ¢ admet donc pour points fixes
ri=-1<zy=0<z3=1
2. (a) On raisonne ici par récurrence : on pose
Pi(n) : 0<u,<1

— Init. : par hypothése, on a ug €]0, 1[ donc P;1(0) est vraie.

— Héréd. : supposons qu'il existe un entier n € N tel que P;(n) est vraie et montrons
qu’alors Pi(n + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, on a
O<up<l1

Or d’apres le tableau de variation établi plus haut, la fonction ¢ est strictement
croissante sur U'intervalle [0,1]. Donc

©(0) <p(up) <p(l) = 0<up1<1

Autrement, Pi(n + 1) est vraie.

— Conclusion : la propriété P;(n) est vraie pour n = 0 et héréditaire. Elle est donc
vraie pour tout n € N.

pour tout n € N, on a

:—><—2:—2>1carun<1
Uy  Ux l+u; 1+ug

Donc la suite (u,) est croissante.



(c¢) La suite (u,) étant croissante et majorée (par 1), elle converge.

(d) La suite (uy) étant une suite récurrente autonome et convergente, elle converge vers
un point fixe de . Etant positive et croissante, elle converge vers le point fixe duquel
elle se rapproche, donc £ = 1.

. La suite (v,) = (-uy,,) vérifie d’une part
Vo = —UQ E]O, 1[

et d’autre part

2u, 2% (-up)  2v,

VneN, vpi1=—Ups1 =— = = v
n+1 n+1 1+’U,% 1+(—Un)2 1+v% (10( n)

Ainsi, la suite (vy,) = (-u,) fait partie de 'ensemble des suites étudiées & la question 2.

Autrement dit, la suite (-u,) est croissante et converge vers 1. La suite (u;) est donc
décroissante et tend vers —1.

. Bilan :

— Si ug = -1, la suite (u,) est constante égale a —1.
— Si -1 <wug <0, la suite (u,) décroit vers —1.

— Si up =0, la suite (u,) est constante égale a 0.
— Si 0 <wug <1, la suite (uy,) croit vers 1.

— Si ug =1, la suite (u,) est constante égale a 1.

i B B - - R -]
—--
l - = up=1
- —+- O<ug<l1
] - —X- Up= 0
o
- —e— —1<ug<0
T+ —%— Up= —1
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