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L2 MASS. Rattrapage analyse S3

Séries numériques.

Exercice 1 Déterminer la nature des séries > u,, suivantes.
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1
g) up = nsin (1) , d)u, = ———— (a,3) € R? (Série de Bertrand),
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Exercice 2 On consideére la série de terme général u,, = # On note S,, = Zuk et o, =S5, + #
k=1
+oo
1. Rappeler pourquoi la série Y u,, converge. On notera S = Zuk.
k=1
2. Vérifier que la suite (0,,) est décroissante.
3. Montrer que les suites (S,,) et (0,,) sont adjacentes. En déduire que S,, < S < oy,

4. Déterminer un entier n tel que |S — S,| < 1072
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Exercice 3 Estimation du reste
sin(7/2™)
2n
1. Montrer que cette série est convergente. On note S sa somme.

On considere la série de terme général u,, =

2. Montrer que
1

VYneN, |S—25,]< on-
On pourra majorer o uy| pour m > n, passer a la limite m — o0).
k=n+1

3. Pour quelle valeur de n la somme finie S,, nous donne une valeur approchée de S & 10~2 prés ?
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Exercice 4 Séries alternées
Soit (an)nen une suite décroissante qui converge vers 0. On considere la série > (—1)"a,, et 'on note (S,)
la suite des sommes partielles de cette série :

n

Sn = Z(_l)kak-

k=0

1. Démontrer que les suites extraites (Sa,) et (S2n4+1) sont adjacentes.

2. En déduire que la série Y (—1)"a,, est convergente.

oo

3. On considere alors la suite (R,,) des restes de la séries Y (—1)"a, : R, = Z (=1)*ay. Montrer que
k=n-+1

Vn € N, |Rn‘ < Apyt-

(On pourra distinguer les cas n pair et n impair.)
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Exercice 5 Séries télescopiques

1. a étant un réel donné, on note u,(a) = n%f - %, n>2.

(a) Montrer que la série Y u,, converge si et seulement si a = 1.
+oo
(b) Calculer alors S = Z un(1).

n=2

2. Pour tout n € N*, on note maintenant v,, = et 'on considere la série Y vy,.

n(n+ 1)(n + 2)
(a) Déterminer la nature de la série Y vy,.

(b) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que

(c) Calculer la somme de la série Y vy,.
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Exercice 6 Le but de cet exercice est d’étudier le comportement de la fonction f : =z — ¥ par rapport a
I'intégration sur ]0, +o0[.

1. Montrer que f se prolonge de facon continue en 0.

(n+1)7 _: ¢
un:/ gdt
nm t

(a) Montrer que la série Y u, est une série alternée. En déduire qu’elle est convergente.

2. Pour tout n € N, on note

(b) Mountrer que la série > u,, n’est pas absolument convergente (on pourra chercher & minorer |u,| par
le terme général d’une série divergente).

3. Que peut-on en conclure sur l'intégrale de f sur ]0,4+o00[?
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Exercice 7 Pour tout n € N*, on note f,(z) =e % —

x+n
1. Montrer que pour tout n € N*, I"équation f,(z) = 0 admet une unique solution dans |0, +oo[. On note u,
cette solution.

. En étudiant le signe de f,,(n), montrer que w, > n. En déduire lim wu,.

n—oo

. Donner un équivalent de u,, en +o00. (On pourra commencer par étudier le signe de f,,(n + 1)).

n—oo

2
3
4. Soit a, = u, — n. Montrer que lim a,, = 0.
5

. Donner un équivalent de a,, en +oc.



