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Exercice 1 Pour tout couple (z,y) € R?, on note

T+ ty

N(z,y) = sup m

teR

Montrer que N définit une norme sur R? et tracer la boule unité
By(0,1) = {(z,y) € R* / N(z,y) < 1}.
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n

dx.

1
Exercice 2 On pose I, :/
0 1 +x

1. Montrer que lim I, = 0.
n—oo

2. Exprimer I,, en fonction de n.

— (=1
3. Déterminer E —.
n

n=1

Exercice 3 Ecrire la matrice de la symétrie de R? d’axe la droite d’équation az + by = 0 dans
la base canonique de R? (On rappelle que la symétrie op d’axe D vaut 27p — id ou mp est la
projection orthogonale sur D).
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Exercice 4 Soit (u,)nen la suite définie par

nnta

Uy = )
" enn!

1. Montrer que
1 1 1 1
vn €N, log (Un+1> =n (log <1+ —) - —) + = log <1+ —> .
Uy n n 2 n

2. En déduire que la série ) log <M> puis que la suite (log(uy,)) convergent.
u

n

3. En déduire qu’il existe un réel a > 0 tel que

nl ~ a\/ﬁ(ﬁ)
+oo e

n

Remarque : a l’aitde d’une suite d’intégrales, dites intégrales de Wallis, il est possible de montrer que
a =+2x. On obtient alors la formule de Stirling, qui nous donne un équivalent du factoriel.




Exercice 5 On se place dans l’espace vectoriel R? muni du produit scalaire usuel, et ’'on note
B = (e1, ea,e3) sa base canonique. On considére le plan P d’équation x + 2y — 3z = 0.

1. Déterminer une base orthonormée de P.

2. Déterminer le projeté orthogonal de e3 sur P.
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Exercice 6 Soit f : R — R, continue, T-périodique telle que f(0) > 0.

a

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que / f)dt > 0.
0
+oo
2. En déduire que / f(t) dt diverge.
0

X

(On pourra considérer la primitive FI(X) = / f(t)dt et étudier les suites (uy,) et (vy)
0

données pas u, = F(nT') et v, = F(a+nT).)

Exercice 7 Soient a, b, ¢ trois réels. On considére la matrice

1
M = 0
0

O = Q

1
b
c

Pour quelles valeurs des paramétres a, b, ¢ la matrice M est-elle diagonalisable ?
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Exercice 8 Pour tout n € N*, on note

1.2n+1

falw) = (-1 —

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ), -, fn(z). La série converge-t-elle
pourx =R,z =—R

2. Montrer que

Vo eR, |z <1 = Z f(x) = —rarctanx
n=1

3. En déduire la somme f =3 f,.




Exercice 9 Soit F un espace vectoriel.

1. Soit (Uk)ken une famille d’ouverts de E.

(a) Montrer que U Uy est encore un ouvert.

keN
S
(b) Montrer que quelque soit la famille d’indices ki, ..., ks, I'union ﬂ Uy, est encore un
=1
ouvert.
2. Soit (Fj)ren une famille de fermés de E.
(a) Montrer que ﬂ F}. est encore un fermé.
keN
S
(b) Montrer que quelque soit la famille d’indices ki, ..., ks, "'union U F},, est encore un
i=1

fermé.
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Exercice 10 Pour tout n € N et pour tout € R, on note

nT
up(z) = To i
1. Montrer que la série > u,, converge simplement sur R.

2. Pour tout n€ N, étudier la fonction wu, sur R.

3. En déduire que pour tout a > 0, la série Y u,, converge normalement sur | — oo, —a, | U [a, +00].
4

. A-t-on convergence normale sur R ?

Exercice 11 Soit (f,) la suite de fonctions définie sur [0, 1] par

fn(x) = " log(cos(z)).
Montrer que la suite (f,) converge simplement sur [0, 1]. On notera f sa limite.

A-t-on convergence uniforme sur [0,1]?

Montrer que pour tout a €]0, 1], la suite (f,) converge uniformément vers f sur [a, 1].
a

En déduire lim fn(t)dt.

n—-+00 0

ot o

Montrer que

/1 fn@®)dt — 0.
0 n

—+400
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Exercice 12 Soit

1 -2 6 -3
-3 2 6

1. Montrer que M est la matrice d’une isométrie.

2. Déterminer la nature de cette isométrie et donner ses sous espaces caractéristiques.




Exercice 13 1. Montrer que la matrice suivante est la matrice d’une isométrie de R2.

-2(1 1)

2. Déterminer I’isométrie associée & A via la base canonique de R2.
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Exercice 14 Soit (f,)nen la suite de fonctions définies sur [0, 1] par

n’z si 0<z<1/n
Vo el0,1], fa(z)=< —n?(x-2/n) si 1/n<z<2/n
0 si 2/n<z<1

1. Tracer le graphe de f,, pour quelques valeurs de n.
2. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur [0,1]? Si oui, quelle est sa limite f 7

3. La suite (f,) converge-t-elle uniformément vers f sur [0,1]?

Exercice 15 Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est donnée
par

1 2 4
A=1{1/2 1 2
1/4 1/2 1

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Calculer A™ pour tout n € N.
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Exercice 16 Pour tout n € N*, on note P, la fonction polynomiale définie sur R par
Pyz)=a2"+2" ' +.. . +2 -1

1. Montrer que pour tout n € N*, P,, admet une unique racine u,, positive.

2. Montrer que pour tout n € N*, on a
Pn(un_;,_]) < 0.

3. En déduire le sens de variation de la suite (uy), puis sa nature.
4. Montrer que la suite (u') tend vers 0 quand n — +o0.

5. En déduire la limite de la suite (uy).




Exercice 17 Soit a € R fixé. On définit sur [0, 1] la suite de fonctions (fy)nen+ par

n®x(l —nz) s

iog<z <
Ve €[0,1], folz)= 1
'

1
n
0 si—<z<1

1. Montrer que (f,) converge simplement vers une fonction f & déterminer.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o pour que la suite (f,) converge
uniformément vers f sur [0, 1].

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o pour que

lim /01 @) dz = /01 (@) da.

n—-+00

4. Commenter.
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Exercice 18

1. Soit G un sous-groupe additif de R. Montrer que
— soit il existe a € Z tel que G = aZ,
— soit G est dense dans R.

2. Application : montrer que si # € R\ Q, alors {€>™ n € Z} est dense dans S'. (Rappel :
S! est le cercle unité dans le plan complexe.)

Exercice 19 1. Montrer que la matrice suivante est la matrice d’une isométrie de R2.

1/ -4 3
A“3< 3 4)'

2. Déterminer 'isométrie associée a4 A via la base canonique de R?.
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Exercice 20

1. Soit G un sous-groupe additif de R. Montrer que
— soit il existe a € Z tel que G = aZ,
— soit G est dense dans R.

2. Application : montrer que si # € R\ Q, alors {€>™ n € Z} est dense dans S'. (Rappel :
St est le cercle unité dans le plan complexe.)




Exercice 21 On considére le probléme différentiel suivant :

(B o ay"+2y+a2y=0
©{ien Ly

1. Montrer qu’il existe une unique solution de (S) développable en série entiére autour de 0.
(On pourra chercher y sous la forme y(z) = >, 5, anz", et déterminer des conditions sur la
suite (ay).

2. Quel est l'intervalle de définition de y?

3. Calculer y.
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Exercice 22 On munit R? de sa structure euclidienne usuelle. Soit P le plan de R? d’équation
20 -2y +2=0.

1. Déterminer une BON {uy,us} de P et un vecteur normé {uz} de P+.
2. On pose v = (4,—1,—1). Déterminer le projeté orthogonal wp(v) de v sur P.

3. Donner la matrice de la projection mp dans la base B puis dans la base canonique de R3.

Exercice 23 Soit y la solution du probléme de Cauchy suivant.

{ y' +xy +y=0,
y(0) =0, y'(0) = 1.

1. Montrer que les dérivées successives de y vérifient

y ™ 4z y D 4 (n—1)y D =0, Vn>2
2. Calculer par récurrence les dérivées successives de y en zéro.
3. En déduire le développement limité de y & 'ordre 8 en x = 0.
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Exercice 24 Soit .
®:RX]>? — R[X]
(P,Q) = [ e 'P)Q(t)dt -
1. Montrer que ® est un produit scalaire.

2. Déterminer inf(, pyerz [y € (82 — at — b)?dt.




Exercice 25 On note (x) Péquation différentielle suivante.
2y’

=0.
tha:+y

yll +

1. On pose z(z) = y'(z) + % Ecrire I'équation différentielle (d’ordre 1) sur z déduite de (x).

2. Résoudre sur | — 00, 0[ et ]0, +o0o[ ’équation en z, puis (*).
3. Parmi les solutions trouvées, quelles sont celles prolongeables en 0?7
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Exercice 26 Soit

3 6 —4
A= 0 -1 1
3 5 =3

Montrer que A est diagonalisable, et la diagonaliser.




